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PRÉFACE DE I.A PREMIÈRE ÉDITION 


[a* lecloiir Irouvpra ici les <>inéiiiati(|iic <lesliii«'*cs 

aux éludiaiils do lioouco (pii siiixfnl li‘ (leurs d(‘ MiSanirnio 
ratioiinollo à la Serhoiino. l.a rodaclioii en a cl<* faite, d’iipiê^ 
les notes prises au (lours, par un des meilleurs «^lève** de 
rÉcole Normale sup<'*rieiire, M. Jeirn Dieudonné, dont l’intel- 
li^^enli* collahoration m’a été f<»fi précieuse. iNCM ieuse aussi, 
la collaboration de la maison ( iaulhier-\ illars cpii assura 
rimpressioii de ro livre av»?c la liauli* consf ience (ju im lui 
con naïf. 


Juillet 


t’f ASTON Jl LIV. 



PRÉFACE DE L\ DELXIÈME ÉDITION 


Celle deuxième édition présente un ^rniid nombre d^iddi 
lions el de remaniements de détail, desiinés à donner plus de 
clarté à l’exposé, (‘n explicpiaiil le « pour^/uot » el le 
« comment » d(*.s mélliodes suivies, surl«nil des mélliodcs 
analytiques. On a essayé d'explifiuer, de guider les calculs 
par des aperçus géomélricpies ou cinéma!icjues toiilc's les fois 
que c’était possible. Ou a essayé aussi de marcpu'r I utilile de 
considérations cinémalit|ues pour des problèmes analytiques 
ou géométriques. 

Gasto.n JL’lia. 

Août 19I6. 
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cinématique 


CIUPITHE I. 

CINÉMATIQUE DU POINT. 


Définitions. Lii la <lii iikmi vr¬ 

illent. VAU* repose sur les nolioiis (|ui s(*rvi*nl île l>as<* ii la 
Ui<W)in('*lrie: elK» iiilrodiiit «*n «uilre un»* n»»u\»‘ll»* f;rau<i<Mir 
inesiirahle, l<* (eiiips. Nous a(lint*(troiis la lu^tioii »lu l(*tii|)S^ et 
nous supposerons connus les ino>ens de I»* iiu'surer. 

On tlil (pi'un s>.slèin<* d»* points e>t im’ftrnth/e cpiaïul les 
distances iiuitu»*lles des points (pu le eoinpoxoït sont iii\a- 
riables par rapport au t»*iups. 

Un tel svstéiii»» s’app<*ll(* aussi corps solùic. 

Soit un svslèiiu* imarialdi* S. <iil s\>t«*iiM* »le cornparnison 
ou de vèfàrencc. On dit cpriin point M est en nxourcnicnt 
par rapport au svstéiii»* S, cpiand la ilistanoe «le M à un point 
de San moins varie avec le temps; le point M est dit nu repos 
par rapport à S si sa distance n tout point de S reste cons¬ 
tante. On voilqin» la notion «le m«)uveinent est «»ssenli«*lleiiM*nt 
relative. 

On preiui «*n j;én<?ral coiiimi* système de comparaison S un 
sjstème d\axes de f:o<jrd«mn«*îes carl('*sienncs, rectangulaires 
ou obliques {/ig. i;. Ua position «i’un point M par rapport 
à un tel s^slènuî est «ii’dinii* sans ambiguïté* par les tr«iis co<»r- 


iULlA 


1 
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doonéei 4 ? do poüii M* Donc y si les Irois coordosuiéM 
de M restent constantesy le point M est au repos par rapport 
A S; si Tune au moins varie avecpe temps, M][est en mouve* 


Fig- *• 



ment. Dans ce dernier cas les coordonm^es de M sont deî> 
fonctions du temps i : 

jr^^(/), .r=.K/), 3=s3(r». 

Si 1*011 fait crolli'e le temps l à partir d*un instant initial 
jusqu^à un instant le lieu des positions successives de M 
constitue la trajectoire du point M de rinstaut/«àrinstanir|. 
C’est une courbe ( 4 , dont les équations paraiuétri(|ues sont 

y^yits. 

i variant de 4 é l,. 

Ces équations définissent la trajectoin* du point M et la 
manière dont elle est parcourue. Si la trajectoire de M est 
connue à priori^ on peut procéder autn^ment pour définir le 
mouvement de M: il suffit de se donner un sens de parcours 
et une origine des arcs O sur la trajectoire; tout point de cette 

courbe est alors défini par son abscisse curviligne s = arc OM^ 
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aNÉiiATKiai ou roftrr. 

id d<Mic on connati la viriaiion de s en fonction do lenip§ 

le mou%'emeiit de M sera enttèreinent défini. 

Vitetae d*un point. — SoilC la trajectoire du point M {/ig- » ). 
Soient M et M' les fiositions du point mobile aux instants t 


Kii;. J. 



et (considérons la droite 1 V 1 !VI\ et fixons ronime sens 

positif sur cette droite le sens de M vers M'. On appelle 
vitesse moyenne de M entre les insiaiiis t et ^ un 

vecteur VV porté par la droite M\l\ il’origine M, et égal à 
en grandeur et en signe. 

Si la position du point M est rapj^ortée à un système 
d’axes cartésien, les coordonnées de M étant .r, i, celles 

de VI' (.c -h Ar, >' -j- ^ 4- As les composantes du vecteur W 

sur les axes sont 

Xr Xr Xz 
Xf ’ Xi ’ Xt ’ 

Supposons maintenant que les fonctions a: (t), y(t)^ z(i) 
adfiiettenl une dérivée à riiistant l considéré. Si l’on fait 

tendre alors A^ vers xéro, le vecteur W a pour limite un 
vecteur V% de composantes ~ vecteur est appelé 

vecteur vitesse de M à rinsiant t. Il est porté par la tangenUf 
à la trajectoire, et est dirigé dans le sens du iiiouveiiicnt. 
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auunns i. 

11 résulte de ce qui précède que ti, sans changer l’unité de 

temps, on change riinité de longueur, le vecteur V ne change 
pas. Mais, si l’on change l’unité de temps , ^ est multiplié 

—^ • • 

par un nombre T en forte que W et V sont inalUpliésparT^'s 
sSoU O un point fixe par rapport au syiütème de comparaison 
auquel on rapporte M. et d’ailleurs quelconque. Si Ton désigne 

par la notation M le vecteur OM, on voit, diaprés la définition 


de la dérive^ géométrique d’un vecteur, que le vecteur viUîsse V' 

—>• 

est lu dérivée de M par rap|>orl au temps, qu’on note M' = 


M'est indépendant de O. 

Supposons la trajectoire de M orienti^e. Alors, les cosinus 
directeurs de la tangente orientée en M sont 


tir dy di 

D’autre part, on a 

fix fix fii tii 

iU dt dt dt' 

éir dâ 

di ^ ^ di^ 

dz d$ 

dt “ tÙ' 


ce qui montre que la valeur algébrique du vecteur vitesse sur 

d$ 

la liiiigenle dirigée est égale è ; le signe de celte quantité 

indique donc si le mouvement se fait dans le sens des s crois* 
ssnls ou dans le sens contraire. 


TutonàMa . — !ja vitesse de la projection d'un point sur 
un plan (ou sur un axe) est égale à la projection sur ce 
plan (ou cet axe) de la vitesse du point de ^espace eonsi-‘ 
déré. 



OM^TIQat M POINT. 5 

Oa démontre de suitb ce diéoréine ea preaent comme 
fdaa (ou axe) de coordoao^s le pkua (ou l’axe) de pro> 
jeeitoa. 

Projeetioaa de la Titeaae ea ooordoaaéee polairee daaa le 
plan. — Soient M le point se déplaçant dans le plan, jcet ses 
cordonnées cartésiennes par rapport à deux axes rectao' 
giilaires Osr, O^; r et 9 ses coordonnées polaires, O étant le 
pôle et Ox l’axe polaire (Jig> 3 ). On a 

x=srco$9y ^=îr§in0. 


Fig. 3 



Les projections de la vilesse de M sur Ox et 0/ sont donc 
x' = r' COI* 0 — r sin 0.0' = r' co»0 -4- r coi ® ♦ 

=i r' ftin 0 — r cos 6. r tin 0 -4- r tin 

deuxième forme sous Inqiielle on a mis ces formules 
montre de suite que le vecteur vitesse de M peut se décom¬ 
poser en deux vecteurs: 

Un vecteur porté par Taxe Or, faisant l’angle 9 avec 
et de valeur algébrique r' sur cet axe; 

a® Un vecteur porté par Taxe Op, faisant Tangle -h j 
avec Or,«et de valeur algébrique rfi' sur cet axe. 
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Proj0CtioD§ dê 1 a vitôêgê en cootdonnéeM iami«polaires. — 

Soient (r, 0, 1(*h coonjoniiéos seii)i-(K>laires de M, y. z) 

ses coordonnées cartésiennes dans un systèiiie de coordonnées 
rectangulaires (/i/f, 4)* a les relations 

JT ~ rrf»!»0, y ^ r^inÜ, z ^ z. 

l^our avoir la vitesse du point M* on pourrait dériver ces 
foriiiules coiuuie ci-dessus. Il est plus simple de se servir des 
résultats antérieurs. Soient m la [U'ojerlion de M sur le plan 





.r()>% la projec tion de» M sur Taxe* O^. I.c*s < oordoum't s 
polaires de m dans It* plan .rO>' sont /• el 0. 

I)’a|>rés c'O (lu'on a vn c i-devssus, le vec lcujr vitesse de m se 
déeoin|>ose cm deux antr<*s : rnn porté sur Of\ el de valcnir / 

1 antre» sur O/;, de* valcoir r0\ (ennuie la vitesse* de» m e*st la 
jirojec:lioii sur leplaiixO) de» la vitesse* de M, les de*nx ve»('te»nrs 
prc'cédeiils sont les l'oinposantes de* la vile*sst» de sur Or 
et ()y>. De nie^ine*, la coin|M>snnte de* la vitesse de M sur Og 
est légale à la vitesse* de* (^, c es!-à-dire* à z', 

VitciSM aréolaird. Soit nu point M se* de^|dac^ant élans 
un plan» et tléfini par se»s c oordoiiiuVs polaires (r. 9). Soit M* 
sa position initiali» à riitsiani r®, et soit Taire balaviV par 



ClNÉMATiQUC ÙV POINT. 

le rayon vecteur depuis lu position initial** OM* jiisrpt'â la 
position actuelle OM (//>. 5), x est d’ailleurs nuiipti^e avec 
son signe, qui est celui de 0 0^. 

On appelle vitesse areolaire du p<unl M la quantité . 

Cette quantité s'expriiueniséinent en fon('tioii des roordonnées 
de M. On a en idlet 

t(X ^ * r- f/0 - ^ \ X tt\ — y tir . 

:> # 

d’où 

r/X I f/0 I 

—r -- V' , J ./■ 





La s«*rond** forme donnée à celle fininnle monire *|ue la 


\ilesst‘ arécdaire de M n'esi .mire que Ir iiioiiienl du M*cteiir — 
|)ar rappori au point O. 


L<* inoii\emenl de M est <lit fdiéir à la lot des atres si —^ 


n*ste constant p<»ndant le luoiiveiiient. 


. f/»V 


tt 


Accélération d*un point. S<»M*n( M un point molulc», 

— I», 

sa trajectoire, M\ son v<*cleur vilessf {Jig- ». Lar un point 

fixe O, menons un veïieiir 0\ i équi[)olli*nl à MV . Lorsque 1** 
point M décrit la trajectoire (L le point \ , se <léplace. I^a 
courbe décrite |Mir \\ esi indicatrice des vitesses o\\ 

hodogrofphc du mouvement. Lorsque le immvemenl de M est 
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connu, celui ili? \ < eî»l parfaiteuiont ii<'*U?rriuné. En particulier, 
le %ectcur vitesse F du point \ i d<'*pend uniquement du mou- 
veinent de M. Ce vecteur, qu’il est ifiU'*re$sant de considérer 
dans Fétude du iiiouvement de M, est ap|>elé vecteur accèlé- 
ration du point M. Il faut remarquer qu'un changeiiiont de 

Funité de teiiips multipliant \ par T“' tninsforme Fliodographe 


i fi. 



en une courbe liuiuotliéti(|ue dans le rapport 'F et iniiltiplie 
|)ar Huile F par 'F 

Si I on SI» reporte à la construction par Incpielle on a obtenu 
le vechMir F, on voit <pie le cùne décrit par la droite ()\ , 
pass«' par Fin<li( atric<* spliériipu» des tangtuites de la courbe (' 4 . 
Le plan tangent à rv ( éne est d(»nc parallèle an plan osculaleur 
«»n M à la cotirlu» (!. 

Si «loin- on transporte Forigine du vect<Mir F en M, on voit 

qui» le MM'tenr MF est dans le plan osculaleur en M à C. 

Si 1 on rapporte Fespace à trois axes de coordonnèivs n*clan- 
gulain^s, si t, >*, z, sont b»s coordonnées de M, celles du 
point N I sont donc x\ y\ z à des constantes ndditives près: 
b* vecteur F a donc pour composantes 

(t'j . //• y . fi- Z 

fin ’ 77F • 

L’ai'célération F est la dérivée géométrique du vecteur OV |, 
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OU encore du vecteur MV. Comme reiiii-ci est la di’rivi'e 

, —^ > 

géométrique du vecteur M, on peut dire encore que T est la 

dérivée seconde géoitiélriqiie du vecteur M, dérivée qu’on 

noiera M*. 

Théorème. — L'accélération de la projection d'un point 
sur un plan {ou sur un aj*e) est la projection sur ce plan 
( ou cet a.ve ) de Caccélt*ration du point de Lespace considéré. 

i.a <l<^mons(ratioii (*>l la qiit' pour !<* aua- 

loguc relatif aux viu*^ses. 

Composantes de l’accélération dans le trièdre de Frenet. 

Rappelons bricHcMiienl la délinili(»n du Irièdn» dv Krenel en 
un poinl d^itie courb<* i \ {Ji^> j )- I n simin de parrmirs élan! 


c 


choisi sur V^, le lriè<lre de Frcnel e^^ un Irièdre Irlreclanglc 
de sommet M. (bml bvs demi-axes positifs sont : 

La demi-iangenie positive MT; 

1^ demi-normale positive MN (dirigée sers le centre de 
courbure); 

l-a demi-binormale MB choisie de sorte que le trièdre MTNB 
ail le même sens que le trièdre <le coordonnées. 

Ceci posé, si OL. V sont les cosinus directeurs de M I ; 




lo 
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y 4 de MN ; ^ 2 . Y, ceux de MB, on a entre ces 

C|uanlil<^*s, leurs dériv<'*es par rapport à Tare s, et les rayons de 
courbure It et de torsion T, les relations suivantes connues 
sous le nom de rorinules de Frenet : 



«1 


. 1 '^ 


ih 

Yi . 

ils 

h ’ 


iis 

- . 

ih 

^ H ’ 

ih. 

2! 


il% 

h 

ih. 

71, 

ils 

*1* * 


ih 

- j. 

ih 

" T ’ 

il%\ a a. 


.n, 



h 

//•/ , V 

^ ^ :, 


ih 


’ H 

T’ 

lîh "" " k 

•ci posé, on a 







iij ilx 

ih 



ily 


ilz 

iit " ils 

th 

- a « ■ 

• 

ih 


ih " •* * 


e «lésignaiil la valeur algél}ri<{ue du vecltMir vil<*ss(* sur MT. 
Pour avoir li^s coitiposaiiles <le rarr<»lérallon. dtVivons. || 
vietil 

#/^/ //i </i' #/ï /A* i- //r 

7/77 ,if ^ ‘ J, \/, " H ,if * 

«Taprès le premier f;roupe des rormiiles de Frenet. 

( )n a d(* luf'me 

•i\y y-z • //»• 

K TTr " i; ^ 

I/examen <le ces roriiiiil<*s tnoiilre tout tit* suite (jue le vi‘cteur 
aecêlératioii F se décompose en deux autres : 

•V 

1" Un vi»ct(Mir I;, porté par M\ et dont In grandeur algé¬ 
brique est ; 

•4“ I n vecteur Vf porté par M'F et tlont la grandeur algé¬ 
brique est 

Imi particulier, on \oit que IV, est toujoui's dirigé vers le 
centre de courbure. 
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Cas particuliers. — rSi ^ = conüt.. =o, l’acciU^- 

ration est constamment normale à In courbe, et réciprfKjuemont: 
2 ® Si la courbe C devient une droite, U est tnlini, Tac- 

céli^ralion normale est nulle. Hêcipro(jtiement. si o, 

il faut que l\ soit inlini, donc que C soit une droite. 


Composantes de raccélération en coordonnées polaires dans 
le plan. Soit M le point mobile, de coordoniu^es polaires r 
et 0 ( i). On a vu que Ton a 

r' ~ /•' cosO rO j y 

v'— /•' •‘inO rO' sin ( 0 ~ 


Les composantes de rarri'dération seuil donc 


.r* /’" « Os 0-4- f r 

0' ro^ 


• 4 - /'O* f'OH ^ 

0 -f- — ^ / O'* ro^ 0. 

> ' r* sin 0 -4- J r* 

0' sin 

(-;) 

-4- rO nin | 

^0 4- * ^ / 0 ’ «tii 0 

ou 





.r " i /'" — 

r 0 ’ ) Cf»s 0 4“ < 7 r'O -4- rO 1 

1 10 % ^ 0 -4 '* j , 

y -= ' /•*. 

/(i - 1 

*•111 0 -K ( 

,t / O’ >- / 0" 

' 0 -4 ** J y 

ce qui montn» qu 

e le 

vecteur 

aceélératiofi se décnmpose 


deux autres : 

Sur Or, le vecteur/" — rV^; 

Sur Op, le vecteur irV rO"* . i j '//(^^ ^)' 

On en définit les Cfuiiposanles «le rnccfdératifui iriiii point 
de l’espace en coordonnées semi-polaires : 

IV r" — rÔ ^ IV = ^ / ft". IV - -V 
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En particulier, !»i l’accélération passe constammenl par le 
point O, on a 

'» r'Ô' /•0'’ = f>, 

ce qui îiVjcril au^*ii 

* l /rr O'/ ^O" 1 — O ou - -y-<r-Ô' ):=o 
r ' r (it 

et ri^ciproquciiicnl. I-.a vitesse nri^’olaire est alors conslaiite, 
car est consüuil; le iiiouveineiit oWit à la loi des aires. - 

Étude de quelquee mouvements simples. — I. Mouvernttnl 
rectiligne uniforme, — La trajecloin» esl uiu* droite, et 
TalisrisHe <lii [)oiiil mobile M varie suivant la loi .r = ot -f- x^^, 
La vitesse <*sl doue zz: j-' a, (i’est iiiie eonsianle. L accélé¬ 
ration est nulle. Toutes ces propriétés caraelérisent inverse¬ 
ment le mouvcMiieiit rectilitcne nniforiiu». Kn ellel, si h* vecteur 
vitesse est iiivariahb*, la taiigeule û la trajectoire reste paral- 
lél(» à une dire<-tion fixe, ce qui montre (pie la trajectoin* esl 
rectiligne; de plus, romine li* vecteur vit<»sse a une grandeur 
constante Tahscisse du point mohile varie linéairement avec 
le ti^mps. Si Tarcélératioii esl nulle» rhodograplie se réduit à 
un point * le voctiMir v it(»sse esl invariable et Ton (*st raimmi* 
au CHS précédent. 

IL Mouvement rectiligne uniformément va né, — La 
Irajet'loire est mw droite et Tabscisse du point vari(* suivant 
la loi 

.1- -i * Y / ' -H eo / -4- .ri,. 

où y, l’t, Xo sont des constantes. 

1 ^ vitesse est v -f. ci raccéléralion y — y. C’est donc 
une constante. 

IlL Mouvement ciculaire uniforme, — trajectoire du 
point est un cercle ( 8). De plus l’arc AM, compté à 
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partir d’aune origine fixe A sur le cercit*, varie suivant U loi 


1 = f’/ -4- fo. 

i' et 5f élanl des constantes. 

vecteur vitesse a pour gnindeiir i. Sa grandeur est 
donc couslanle. L’accélération langentielle est 



L'ac(*élérntion noriuale (‘Sl égalt* à 





Il désignant le ravon du c<*rfd<*. 


I I.', s. 



Soit 0 langlc polaire de M, Taxe polaire étant OA. Si Tou 
pose ~ t un a 

Posons ^ = fâ>, on a 

8 = f#)/ Ô©. 


« est la eiteise angulaire du point M sur le cercle. Plus 
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gi'mérfileiticfot, un inotivement circuUin* f|tjefcoiu|tje^ 

Ofi appi*lle « \iu*nsi> angulaire de? M » la quantité «ü ^ • Celle 

délinitiofi eoincide liien avec la précédente danji le cas du 
inoiivemerit cirnilaire tiniforine. Kn introdiji.sant relie quan¬ 
tité c*>, on a 

r i»#!!, T/, m’H. 

On appelle période du inomenieiit circulaire iiniforiiie le 
temps T<jiii s éroiih* entre tient passages cunsétmlifs du iiiohilt* 
dans une riiéiiie pttsiiiuri. On a tlonc 

!•» T ; t r, ^ r • 

iii 


lai fvèipivncv n est le ntunhre tl«» périodes par iinilé de 
temps 


f.) s'appelle qtiidqiit^fois la /mlsnfion, 

IV . otrtilatnin* simplr. ("onsidéruiis un 

ptiinl M dtW rivanl un rende iruii tiioiiveiiitMU iiniftu'ine. tM 
suil m sa proj<*cliun sur Taxe polaire O V.Le point m a sur 
cel axe une abscisse 

X - Il roiÔ Il rosi to/ Oo 

Lorstpit* ( varie, relit* abstdsse resit» ctuiiprise t‘nln* U 
et f~ H. I>a viles.se el I acréléralioii tb* nt sont les proj(*ctitu)s 
sur OA de ('elles di‘ M, Kii particulier, l arcéb^ralion d<* m t‘sl 
('gale i\ (Muiiiiie ou pourrait (railleurs le voir direr- 

lement. 

la» moijvem(»iil de M t'ianl périoditpit»^ il t*n est de niémt* dt^ 
celui dt» m; la luM'iodt» (‘si d'ailleiirs la inf'im», c esl 7^ ™: * 

c»> 


DéTiation d’un mouvament. — Soil un mobile décrivant 
une trajectoire ( *. cl se trouvant à rinstant I au point l\ avec 
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une vilésse \ . A rinslant # dt^ il î»e trouve rn iiu point V* 
ijiff- y )* Si le point se dépiaeait d'un mouvement uniforme 
sur la tangeriU* en P à C, à partir île rinstaiit f, et avec la 

vitesse \ . il se trouverait à rinstant t 4- dt^ en P| sur la lan'> 
genle PT, et Ton aurait 

fPi - \ .it. 

I l;: M 



<le mouvemenl (pii ainèiie P «‘ii P|, esl dil iiioiivioiKuit reeli- 
ligiK* uniforme lani;(‘nt au imMiNemeiil ( (Uisi<l('*ré a rinHt.int t, 

< !oii>i(lér(*ii> le Necieur P« P'. Lorsipie dt esl iiiliniment 
petit, c’e>t au>si un infiniiiieiit p(*tit. ('iKUM'huiiN sa partie 
princijïiile. (pi\)n appelle» (/êi /ViZ/o/i du mouvement au point P. 
Projetons vi*< torielle 

l^r , IM» pf,. 

Soient Av. \z les projections de PP' 

<]<*lles (le PPj sont 

x'fff, y’lit. Z* lit. 

Donc celles di» P* P' ^ont 

Xr ™ .r’ lit. A » v' tit. As s' fit. 

Or. d’apn's la formule de Tavlor, on a 
X.r ~ Xi t -y- fit ^ — xi t \ — x* fit , J"* fit’ -4- 

i : 


r i t - fi lit . Yi 



i6 

Donc 

Xr — y /// 

iit * 

La parlii» priiK-ipale d«* Ajt* dt est donc x" • 

l,vs partie?*» priiiclpal(\<i des doux autres projection^ sont de 
m^uu* 

,ilr 

y - ,.t - 

i V 
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' — -4- / -+- 6 fit ) 9 j 6 1 < I . 


On voit donr <jui? si y «lésigne le* \ecU*ur accélération, on ii 

I». V 


lin 


/ <t *it' 


On |K*iit encoro din* <|ue la déviation uuvsiire la (pianlité 
dont le riioiiveiuent séearte du iiioiixentent rectiligne uni¬ 
forme tangent à l'instant (. Kn parlii tilier, la déviation ii'esi 
rotisttimnieiit nulle (|ue si y est constamiiient nulle, c'est-à- 
dire si le inouveiiient est un mouvement rectiligru* uniforme. 

Unités. I •our iiu’cui puisse représenter la vitesse et 
l'acccdératifui par des vet teurs, comme on l'a fait jiisiprici il 
faut (|ue riinité <le temps soit ciioisie une fois pour toutes^ 
car ces graiidt*ui> ne sont pas homogènes à des longueurs, 
comme nous allons le voir en clit*rchant leur dimension. 

L'iinité de vitesse est, par définition, la vitesse d'un mou- 
vemeiit rectiligiu* uniforme dans lecpiel l'unité dt* longueur 
est parctturue pendant l’unité de temps. Si x est l'abscisse 
d'un point animé d’iiii mouvement rectiligne uniforme, x étant 
compté à partir du point où |)asse le mobile pour o, ou a 

.r 

I* — % 

t 


X et t étant exprimés avec de certaines iiiiités. Si l'on change 
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diinités'pour x el i. soienl 

j-*=:jrL, t-iT 

les nouvelles mesures de Tabscisse el du leiiips. La nouvelle 
mesure de la vitesse esl 


La dimeiisiou d’une %ilt‘sse esl donc LT *. 

Consid(^rons un mouvement uniformément varié. On peut 
supposer, en clioisissaiil con\enablemenl Torigiiie tles lemps^ 
(jue e — */ /. 

I/iinilé d^u céléralion est raceéléralion d un tel mouvement 
dans I(*c|uel la variation de la vitesse pendant l’unité de temps 
est épab» à l’unité de vitesse. 

On voit, d<‘ la même manière que pour la vitesse, que la 
dimension d’une accélération est Ll' 

(lherehons enlîn la dimension tl’iine vitesse angulaire. Par 
déliniticm, l’unité d<» vitesse angulaire est la vitesse angulaire 
d’un mouvement circulaire uniforme dans letpiel riinité 
d*angi(‘ est balavée dans l’unité de temps. Dans un tel inouve- 
iiienl, par un choix convenable d«* l'origine des temps, on a 

, e 

0 r» *0 — 

t 

Comme un angle a p<mr dimension i, on voit (|iie ui a pour 
dimension T‘ '. 


it LIA 


2 



CHAPITRE II. 

CINÉMATIQUE OU CORPS SOLIDE. GÉNÉRALITÉS. 
ÉTUDE DBS VITESSES ET DES ACCÉLÉRATIONS. 


PrélimiDairet. On <lil qu'un «.yslrinc do |M)inls S 

rnniiiic iiii L'or|i'> snlitlt* Ior!>(|ii(> la (liittancc <Jt* deux 
4 |uidci>iiqii)'> do ooN points roslo invarinblo pondant le iiiuii- 

Si l’on Mi|i|i()sc, (|ui ô.sl h* cas ^i^néral. cpic* poiiils 
4I1* S no sont pas Ions situés sur uik* iiiéine droile, 011 sait (|iril 
suKit <in SV (lonner la position dv trois points do S non (ui li^no 
di'tnti* pour (pio la position do tout point do S soit parfaite- 
iiionl «lélorniinéo. 

Considérons uno position partioulioro Su du solidiî S, et 
soit Mu un |)oiut dt* I t^spuco irappartonant pas par délinitiun 
à Su. 

On peut oonsid»'*ror i v point ('oinino apparltmant à S,,, à 
oonditioii cpjo si < 0 point est on M à rinstant /. la position du 
point M par rapport à S soit la inéino (|uo cidh* do M,, par rap¬ 
port à Su- 

On Voit dv>no qu’on ost anuuié do «'olto inaniêro à oonoovoir 
un ivspaoo inohilo entraîné par lo solide S. Invorsemont, si l’on 
so donne lu position do S dans col ospaco, ol si Ton oonnait le 
iiiouvtMuont do oel espace, Iv iiiouvoinont do S sera paiTaito- 
inont détorininé, 

La manière la plus nalurollo et la plus commode do définir 
le moiivemout d’un espace mobile est de so donner lo mouve- 
monl d’un trièdre de coordonnées choisi dans col espace. 
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Nous Supposerons donc désormais qiron se donne le mou¬ 
vement d'un Iriédre Irirectangle de coordonnées ojr^^ par 
rapport à l espace fixe rapporté à un autre trièdnf* de coordon¬ 
nées O W Z lo)* Comme la position de o r } z par rap- 


I ip. 10. 



porf à ()\^ / dépend di* six p.uîiiiiélr<*s indi'pendants, eidii 
r<*vient à se doniuT ces six paraniêln*s en font lion du temps. 

l/ohjel de la ( din'niialitpie <ln corps solido est d<* tlrdiiire du 
inonveinent du Iriédre nodule ojryz celui de loti* ptunt M 
iii\ariahleiiMUil lit* à ce Iriedre, c esl~a~dire dont les <*ot>nlon- 
né(»s .r. >', Z par rapport à ce triètlre, hcmiI constantes. 

Avant d'entreprendre cette élude, |>ré(:isons les iiolations 
dont nous aurons à faire usa^e. 

Nous distinguerons en général un vecteur \ d ufie (pianlité 
scalaire par la flétdie <pii l«* suriiionlt*, sauf tians les cas ou 
aucune ambiguïté* n est a craiiuln*. 

Le produit d un vecteur \ par un scalaire* n s écrit a.\ , 

I>e produit scalaire de deux vecteurs \ et \ sc note (\ .V ), 
la parenthèse ( ) étant réservée exclusiveinenl [>oiir cet usage 
toutes les.fois qu'on aura à écrire les égalités vectorielles. 
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Kafin le produit vectoriel de deux vecteurs \' et s’écrira 

j V.V'], ou plus simplement VV' quand il n’vaura pas de 
confusion possible avec le produit d’un vecteur et d’un sca~ 
Uire. 

(>eci posé, déiinissoiis d’abord les paramétres servant à fixer 
la position du Irièdre ojyz» 

Il suffit, pour avoir la position de oxyz, de connaître 
d’abord lu position du point o, ce qui revient à connaître le 

vecteur Oo (ou plus simplement o), ou encore les coiiipo- 
santCH de ce vecleur, c’est-à-dire les coordonnées Zo 

de 0 dans le triédre ( ) \ \ 7,, 

Knsnite, pour avoir la position <le oxyz autour de o, on 

peut se <loiiner trois vecleiirs unités oi. oy, oX, porlés res- 
pectiveiiKUit par or, o>', oj, ( <lans la suite, nous <lésipnerons 
<‘es trois vecteurs par y, /»î les flèches ne sont pas néc(‘s- 
saires, car ces leKres lu» sont employées qn’à cel usage). Ou 
peut enc(»n*, ce, qui revient au même, se donner les roiiipo- 
sanfes de / ,y, /%\ sur () X \ Z, c’est-à-dire les cosinus directeurs 
(a,, «J, aj)de o,i\ (3.J, de oy, v.) de oz, 

(a*ci posé, on a l’égalité vectoriidle (pii définit la position 
de M par rap|)orl à OX Y Z : 

.► ». 

< I ) i ) M M = fl ^ / *4- y J -4- Z A 

ou, CO qui revient nu iiu'me, les trois égalités obtiMuies en pro¬ 
jetant cette égalité vectorielle sur les axes O X Y Z : 

^ \ -4- 5Ti» 

( i) j V == Y, -4- XI, SV,. 

\ L Zo -H xa, - 4 - V ^3 -e 37 ,. 

Ileiunnpions d ailleurs que les douxt» paramétn»s qui entnmt 
dans les relations précédentes (trois coordonnées de o et 
neuf cosinus directeurs, ne sont pas indépendants, puisque la 
position de oxyz no dépend que de six parainèln^s. Les 
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neuf cosinus dinHieur?* vôrilîenl en elFei les six relalions 
indt^pendanles suivantes : 

( /.# ) = I = aj - 4 - *2 ^ j2 I / y ♦ ::= O :::i J, ^ 

( y «y ) = I=;=: - 4 - - 4 “ 1 y . X I f» V| 'V» 

( X'.X ) = I -4- v.J -H Ya. < X .# > - «I ^ a, -4- v. j, !.. 

On a d’ailleurs d’autres ndations eneore, dédiiilON <le 
celles-là, par exemple 

/ - yx. y X/, X = fy’ 

et les relations dé<liiiles d<‘ ci‘s trois éj;alih^s vectoritdles par 
projection, <-’esl-à-din‘ 

*1 /î V-t ‘ V- 

4‘1 Icvs «^^alilés aijalngu<*s. 

Meutiiuirioiis eiiliii la relation 

*1 a, 2, 

'il : l>;i I . 

Vt Tr 75 

qui est aussi une c<>ns<‘(pH‘iice clés prêc éclfutivs. 

Signalons enc ore, avant de c:<Hnmenc c»r IVîliidc* d«*s iiiouvi»- 
inc^nls des solides, la propriélc'» suivante. <pii carac Ic'm ise c «»s 
inouveincuits : 

ThEorimk. ~ Ptmr (/u'un sy.sfrnir mntèritd \** tlyjplnee 
comme un corps solide^ it faut et tl suffit (jne les pmjer- 
lions, sur la droite i/ui 1rs joint y des citesses de deux points 
ijuelron<fues M,, Mj, appartenant au système, srnent 
égales. 

I® I^a condition est nécessaire, - Kn elfel, soient 
Y,,7H)les eoordonncVs de M|, ( X 2 . \ a, Z», ) celles de 
{Jîg- I I ). On a par hvpolhêse 


\. - \i e con**!. 
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(Z un teigne de sominatton s^éUmdant aux trois coordonnées), 
d'oû^ en dérivant par rapport au temps, 

X,— X| M — \', } = O 

Fig. II. 



OU 4*ncorc* 

v, \, ,\;jtx;, 

(|iii .s’(''crit soii.v f(irni<> v«-riori<-ll«‘ 

(m, M* .v,) ( , ) 

ou oiicort* 

V , C4»s O 5 \ X CO^ Üi . 

re <|ui démontre la proposition. 

u" Ao condition est suffisante. Il Miffil pour le voir de 
reprendrcî les i*galitès préeédenlivs en s(»ns inverse. 

Avant d^ilionhu' Tétmle du inouveincmt ge^néral d’un corps 
SI iiûif. lions allons d'ahoril eonsitlérer (|U(d(|ues mouxeinents 
particuliers. Les propriétés de ces mouvements nous serviront 
pour le motivmnent général. 


I. Mouvement de tranalation. On dit (jue le* mouvement 
d’un corp.s solide est un moucement de translation si. pen¬ 
dant le mouvement, un vecteur <|uelcon(|ue de l’espace mobile 
reste écpiipollent à lui-méiiie. 

Celle propriété définit parfaileiiient le mouvement du solide 
dés que Ttui connait le mouvement d’un de ses points O. 
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En effet, soit M iiu point quelconque du corps ( 

Fi|j. 11. 



Le vecleiir oM rcslaiil •'■qiiipollont à Iiii-nH'mc, la Irnjecloin* 
de M se d(miiil (Je c(‘lle de o par la trnusiatiou m'DiiM*- 
—^ 

triqu(* oM ( ’ ). 

Ktudions la distribution des vit(»ss<*s. Ooiiifiic la \it(»ss<» 

<le M (‘st le v(‘cl(‘tir VF, on a, en d('»riNant la formule fonda- 
iiieiitale ( i ). 

^ I M ' o' -t-- .r / ry Z l . 

Or ici l(‘s v(*cleurs /, j\ /, r(‘slenl ('‘qnipolbmls à eui-m('m(*s. 
Doue 

/ j' -r - U fl, par siiiitî, M' -= 

Donc les V(*cleurs vitesses de tous les points du solide, a un 
instant donné, sont équipcdlents. 

(^.elle propriété est caracléristiqiie du mouvement de trans¬ 
lation. En elfet, si I on a M' : o'. on en tire, d’après ( d). 

.r /' » y' -+- - 4’ ~ f». 


(‘) Si ces Irajerloires sont rectilignes, la translation est rectilif^nf*. Si 
elles sont circulaires, elles sont égales et la translation est dite rirru/atre, 
(Il ne faut pas confondre translation circulaire et rotation : ici Ich irajec- 
loires sont /ow/e.f égales et n'ont pas te même axe,) 
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Comme ceci a lieu quel que soit le point M« on en tire 

« Ar'= O, 

et comme ceci a lieu à tout instant on en déduit que les 
vecteurs i, j\ k restent équipollents à eux-méines. Delà, on 
déduit que tout vecteur du corps reste équipollentà lui-iiiéme, 
car un tel vecteur peut s’écrire xi yj zk. La propriété 
est donc démontrée. 

Calculons encore l’accélératioii M" du point M. On a, en 

...p. p. 

dérivant Tégalité M'o', 

^ o\ 

Donc les vecteurs accélérations de tous les points du solide, 
à un instant donné, sont é(|iiipoil(mts. Mais celle propriété 
fl est pas, coiniiK* In pré('<*(lente, <*araclérisliquc du mouvement 
de tninslution. 

Hemarqtions encore fpie, d’après la définition du mouve¬ 
ment de translation, on [>eiil choisir comme axes du trièdre 
iiiohile des axes o.r >'S équipollents à OX V Z, car ces axes res¬ 
teront équipollents à OWZ pendant le moiivemenl. Les for¬ 
mules (u) s’écrivent alors 

\ r::i \ fl -4- X ^ 

V Vf, -H > , 

/. = 7.0 5 . 

IL Mouyement de rotation. On dit (uruii corps solide a 
un mouvement de votation^ si deux points de l’espace mobile 
sont fixes pendant le mouvement, (^eci entraîne tout de suite 
que tous les points de la droite (|ui joint les deux points donnés 
restent également fixes pendant le mouvemenl. Celle droite 
est appelée Taxe de rotation du corps. 

l^mr définir In position du corps, il suffît évidemment de se 
«lonner la position d’un point non situé sur l’axe de rotation 
ou. ce qui revient au inéiiie. celle du demi>plan qui contient 
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ce point et l'axe. On fixe ordinairement cette i>osition par 
Tangle 6 du demi-plan mobile avec un demi-plan fixe passant 
par Taxe de rotation et arbitrairement choisi. Tangle 0 étant 
compté avec un sens positif fixé à l'avance. 

En particulier, prenons comme axe 07- du triède fixe Taxe 
de rotation, arbitrairement orienté: le point O sera arbitrai- 


Fig i3. 



rement choisi sur cette droite, ainsi qm* le demi-plan/0\, 
Taxe OY étant pris d(* manière que le trièdrc soit direct. Pour 
le trièdre mobile*, nous pouvons supposer (pje le point o est 
confondu a\ec O, et l'axe oz avec ()/-. Le IriiMlre orv^ sera 
pris direct, et sa position «léfinie par Tangb* 9, compté de ()\ 
vers OV, que fait 0\ avec or ( id). Avec ces conventions, 
les formules ( 3 ) s'écrivent 

\ -z; r rosO ) sinO. 

Y ^ J' “iiiO } rosO. 

/ 5 . 

On voit immédiatement que la trajectoire d^Jn point rpu*l- 
conque M du corps solide est un cercle dont le plan est per¬ 
pendiculaire à Taxe et dont le centre est le point /n, pi<*d de la 
perpendiculaire abaissée de M sur Taxe ( * ). 


(Toutes‘lr§ trajertoirtîs ont ê'i /e même nxe. 
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iNnir éludif'r lu cÜNlrihuhon de** xiiesscs dans le corps solide, 
consid/*rons un vecteur co porté par O/, et doni la valeuralgé- 


//O 


liiiipie sur cet axe esl m - - Tle vecleur est dit vecteur 

l /'/6 

votation à riiislaiil /. ( La rotation est dite uniforme si est 


constant; c’est-à-dire si w est un vecteur (ix<*. y Nous pouvons 
déjà renianpier cpie son sens iiidiqin* 1<* sens du mouxemeiit, 
car si a> > o, le corps tourne d<* <lroile à gauche, et si w <r <•- 
de gauche à droite. 

De plus, soit \ la vitivsse de M. \ est perpendiculaire an 
plan MO/. Sa grandeur est 


\ 


(•». /// M. 


De plus quel que soit le stuis di» le vecleur \ esl di*x- 

Irorsiim par rapport à fa (ou «uicore, si Tou transporte le vec¬ 
teur M en \î, h* triédre M\ /um est direct). (À*ci montre donc 

(pu* h* vecteur \ est le moment de fo /mr rapport à M, ou 
encore» qii*on a 

\ |<ô... m|. 

(a*tte <'‘galilé vec torielle va nous pi'i'iiu^tlre» ele Iremver les com¬ 
posantes de In vitesse de M par rapport à un trièdre quel- 
eontiue o,.ri ) i Zt (<pii peut étn*. seul fixe par rapport à o.rrr, 
soit lixe» par rapport à OX^ Z, soit m(d)ile* par rappeirt à ces 
eleux lriédn*s). 

> 

Donnons au veeieur w um» origine» A fixe sur Taxe de* re>la« 
tie>n. Soie*nl ) les coorele>iine'»es ele A dans le svstème 

el'axevs 0|.r, (p, q. r) K»s cemipeesantes ele w, r^, Ç) les 

coorelonne^*s de M, (N N r,* ^ h*s compe>santes de \ . On a 
les formules 

\ r ;; > — n ~ t,, 

\ r, - r ( ; — ;i ) - - /m ^ », 

\ ;; /MT, — T,, f - r/< J — I. 
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En particulier : 

i“ Si Tou prend comme axes o,x, )-,5, les axes OXYZ, on 
peut supposer que A est en O. alors 

~ — <> i 

P z:=. if ^ r (.> ; 

d’où 

N ,= \ ~ O, V, 

\\ u:. V . . 

qu’on aurait |)u (iùduin* iiinnùdiatruieiit drs foruiuli's donnant 
X, Y, /. 

2 ** Si Ton suppo.se les a\eso,w| V|v< Ii«'*s au solidt* qui se 
d('q)la(:e, on peut toujours supposer (pu* 0 | et A sont en o. 
Alors 

*, ^ r;, - m; 

posons 

; = .r, T, - ). ; - 

on a 

\ ,. ~ ff Z — /’ r. 

V , -- r ./• . P Z . 

\ ^ /M </ .r; 

si, plus particuliérement, ces axes sont les axes oxy z choisis 
antérieurement, on a 

P (f O, r t»>; 

V , TLZ - Ci ) , 

\ , = (ii.r. 

\ O. 

l^tiidions maintenant la distrihution des accélérations. 

L’accélération tangenticlle est per|>endiculaire au plan 
MOZ et a pour valeur 


dt 



CHAPITtE il. 


- 

Oa voir aiHéinoDl (juo est dextrorsuni par rapport au vec- 
» 

leur fjû'. On a donc Téi^îilil^ vecUiriellc 



ltciiiar(|tions (pie fjj' (\st ici porté par la même droite fixe 

P 

rptr tMi, 

l/iir:cél<'*ralioii normale fsi dirij;(^e d(» M vers m et a pour 
valeur |o) m VI, doue vcclcjrielleinenl on a 

— I . ni M . 

> 

<1*00, pour racc('d<^ralion lotale y, 



ill. MouTement hélicoïdal. — On dit que le niouveriieul 
d’un corps est un inoiivem<*nl hélicoïdal, si, étant données 
d<Mix positions di^ e<* corps à deux instants arbitraires, on peut 
pass<*r do rune à rauln* par un déplaceincmt hélicoïdal <l’axe 
lixe et <le pas coiislaril. Dans ce déplacement, la translation / 
est donc lié<» à la rotation 0 par la relation 

/ /f 0 ( /i étant une constante i. 

Dans ce mouveirieiit la trajectoire ffun point quelconque M 
du corps eal une hélice, de pas ar/i, tracée sur un cylindre 
<le révolution dont Taxe est Taxe du mouvement hélicoïdal. 

Nous prendrons comme Irièdre mobile attaché au corps un 
tri<‘dre direct oxy^ tel que o soit sur Taxe du mouvement, 
et que os soit confondu avec la direction positive de cet axe, 
direction choisie arbitrairement. 

Comme irièdre fixe, nous prendrons, pour simplifier, une 
des positions du trièdre luobtlc. Pour définir la posiitim du 
corps solide, nous prendrons comme variable Tangle 9 que 
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fait OX avec ojt, 6 iHant coiiipt<^ de 0\ vers O Y {fig- i4). 

Kig. i J. 



Si / est la de o dans le Irièdre OXV/. on a 

/#0 

d'après la dèlinilion du inouveinenl. 

I^es coordonn(*(‘s d'un point M de Tespace inobilo dans le 
Irièdre OXVZ. sont <lonc 

\ .rrosü — V sinO. 

V = r ftinO -f- ktosO, 

Z = /#0 -+- 5 . 

h est dit le pas réduit du mou veinent hélicoïdal, Il 'Mih esl 
le pas proprement dit. 

Considérons un observateur traversé des pieds à la tête par 
Taxe dii mouvement, le sens des pieds à la tête étant le sens 
du mouvement de o à un instant donné. 

Si. pour cet observateur, la rotation du corps solide s’ef¬ 
fectue de la droite vers la gauche, le mouvement est dit 
dextrorsum. Dans le cas contraire, le mouvement est dit 
sinistrorsum. 

On voit tout de suite que la nature du mouvement dépend 



3o 


CHANTte II. 


du Algue de la constante h. Si h ^ o, le mouvement est des- 
trorsuifi, et si h < o, il est sinistrorsuin. Si A = o le mouve¬ 
ment se réduit à une rotation. 

Étudions la distribution des vitesses dans Tespace mobile. 
Les co‘>rdonuées X, Y du point M ayant la même forme que 
dans le cas d’une rotation autour de O/, on a encore, en 

posant (ü - 

V'=:.o>V. 

On voit donc qu’on |>eut décomposer le vecteur vitesse \ 
en deux autres vecleurs : Tiin, \ n, de composantes 

( mV» 'j)\, o); l’autre, \ y, de coinposantt's (o, o, //a)). 

Vu serait la vitesse de M dans un moiiviMiîenl de rotation 

autour «le ()/, la vit«*sse de rotation étant u>. De même 
serait la vitt‘ss(»d(» M dans nii mouvement de translation |>araL 
lèle à ()/, «b» vitesse /l'a. 

On aurait d ailleurs e<».s résultats iininédiatemeut en [)roje~ 
tant II* [)oint M sur le plan XOY, «l’une part, sur l’axe O/- de 
Taiitn*. 

Si Ion porl«* sur I axe fixe OZ un vei'teur w de grandeur 

I 'I ‘ 'Il 

al);(>l>ri<|iic‘ w — j-^ sur cul nxe, on aura. «I après ce <|ui a été 
vu |)«)ur le mouvement de rotation, 

\ K - ( <0. A .M ], 

V étant un point du corps solide silin^ sur oz (ce peut être o 
lui-même). 

0 ) s’appelle le vecteur rotation à Vinstant t. 

On aura aussi 

\ 1^ \ \ := /l M 

(v^ s’appelle le vecteur translation à l'instant /) 
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•^1 


Donc 

V .. I » „V I 

\ Jj \ 4 - 4 - I t»J . V \| I ( * 

Ceci porineL comme dans le cas d uii nioiivemeut de rola- 

lion, de trouver les composanlos de \ ^ dans un Irit^dre fjuel- 
conque OiXi ViZt, Les notations étant les mêmes que préeé« 
déni ment, on aura 


\’t fiji -f- ( 

r 


1 -- / '( Tj 

™ r,, t. 

\ y -.z:. tu/ H- / ( 

<» 


>. fa ; 

îi 

\ *zzz tir -r- p{ 

■f, - 



-- *. 


En particulier, si l’on prend ccuiime Iriédn* un Irièdn* 
invariablement lié au corps. A étant en o, on aura 

\ „ /ip - 4 - t/ Z — /• J . 

\ , - 4 - r.r — P Z, 

\ . r„ ///• -f- P \ - if J\ 

■■ > 

La formule donnant \ ^ peut eiuore s*inl(‘rpn'‘ter autrement. 
On peut dire <pie \ ^ est Ir ntomr/if rf\sult<irit en M (i\in 
système de eerteui s dont la résultante générale est w et 

dont le moment résultant en A est \ 

L’étude <les accélérations se fait de la inéiiie manière* que 
celle des vitesses. On trouvera sans [M*ine (pie Ton a 

1 II : - l'n -H I J i— I Ot' , \ M j ' ' (.) • . //I M Il (t> 

V I ", ' " I 

^ Tf, - I <•/. \ M I - (•» -. /ft M ; 

car /icü' n’est antre que l’accéléra lion F,, du point o origine 

du trièdre mobile. Notons aussi que fd est parallèle à (ü. 

Si f*i est constant, le mou veinent est uniforme. L’accélération 

— ^ 

SC réduit alors à — oj é^.mlVI. Elle est constante <‘t perpendi¬ 
culaire à Faxe. 


(‘) RctenoBS que Va a le iriémc support que w. 





tTt CHAMTRt II. 

IV. MoaTcmant fénérâl d’uo eorpa soUd*. — 1. Étude dm 
viTEUE* 1 UE iMiTiirr oOBEé. — Nous partirons, pour étudier 
la diiitribulioa des vitesses dans le corps, des detii formuies 
fondamentales 

-► ,p. 

( t f \l ^ /> -4- X / -4- y y -4- 5 /. 

( 31 M' ^ o' -4- J X z’' -4- rj' -4- zÂ' J. 


Dans ce qui va suivre, nous clierclierons à donner une forme 
géométrique indépendante des axes choisis à rexpressiou 
entre j ) de (3). Hcmarquotis d^ahord que le mouvement deo 
n’intervient plus dans celte accolade; on pourra donc, quand 
cela sera nécessaire, supposer le point o lixe, c'esl-à-dire 
considérer un trièdre mobile d'origine Jixe^ rijuijwllent au 
tri^dre mobile donraK Nous niions èra/urr i\ j\ / ' en fonc¬ 
tion de i‘, y, k. 

On a évidemment ridentilé Miivante : 




4ti 

ftt 


( i' .h. i { i\j uj 4- i / ./i k/. 


qui exprime l’ideuiilé du v«*cieur f aveu: la soinrue de sivs pro- 
joclions. 

Or, nous avons vu qu’on a les id(*uhté> 

1 I. t /.y I O. ( /. X I - O 

qui donnent, par dérivation, 

\ i* .t \ { i .r \ 1» 


puis 


ou, comme (T.i) —(/.T), 

( f*'. / \ O, 

( é.y I -4- { /.y* » I), ^ . A ) -4- (X, O. 

D'autre part, en envisageant les produits vectoriels 

I y.x, y ~ X,#, X = /.y. 


y X , 1 , 
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et remplaçant y. A par ces valeurs, ( J ) devient 

/' '/* .y / (. / .y 

ou. comme 

fj ^ y/. ii A ^ - . / .1 (. 

—^ - » 

/*' i A . t i k .! .J . / . 

Dans cette foiTtiiile ou n‘inar«nie à part le fa<*leui* / . 

qui entre à droite de chacun dt‘N produits vectoriel>. le pre¬ 
mier terme se d<^duil du deuxième, en faisant uin* permutation 
circiilair** sur /.y*. A. Si Ton «dlèctuait encore ct*tle permuta- 
tion circulaire Mjr h* premier terme, on aurait le terim* 

< y' / t». 

puis(|m^ /./--O. ( )n [mut donc, pour donner plus d«*sMnèti’ie 
à la formuh*. ajouter ce terme nul au deuxième imuuhre. v\ 
mettre eu ra< t(*ur. dans les trois priMjuits. !«• veettuir /. Il vient 
doue pour / le pneluit veetoriei siii\aiil : 

- I )(/'./>/ . .> ./ >> • I L J. 

( loiiime la qiiautiiè entre ; ; est un verloiir fouetMUi 

Irique <le /, /. /», il e>t «»videiit qu'oii aur a. j)ar un calcul 
aualojiue. 

/ I j .n i- < /.'.i <j\.j \. 

' 1 I /'. / i /. — I _/'./• I/ 1 / ly I. ^ I. 

( )u voit donc cjue >i Tou dèsif^m* par m le vecteur 

uy ( J.kit-^ik'.fyj -f- ‘ t'. / A\ 

on a Icn formules 

/' (ij . / . 

f - O»./, 

k' ^ uiA, 


iCLIA 


3 





CHAPITIE 11. 


14 

qui fonl «pparallre t^j\ cït k' comme les produits vectoriels 
d^un même vecteur par les trois vecteurs i, y, k (/)^ d’où, 
<*ii portant clarijs la formule (3), 

■"*- y ■-> .P- 

\|" o' -t- .r . M / -4- T .M j Z. to k 



( ') O t|in pr^trilcî pourriiit H'riahlir autrement. 

On ti ifiiiii^iliatcmnit, clapr^'îi (.'il et !r-« ana|of:ur*< pour j' et A'. 

O./ f U J)j f- U'.k)k. 

{j\i )i -4-O.y 4 (y'.A )X. 

ik’ i)i * {k\J)J -*■ O.A. 

pecoiiii*^ iiiriiilut*’. Hr Iroiî» êjcalitè» sont ♦ farines hnéairea en 
t, J. A, dont tes roe/finents <uro/ntres) forment un déterminant symktiU'.h k 

O AITHK. 

O r — 7 

— / <> P 

7 “ r 

t't 1*011 vt^nfic immédiatrmenl qu<' » telles formes sont toujours les pro- 

-V 

duits vectoriels d'un même vecteur m pi -** qj rk. par i, j. A, Irmme 
r»t 1 h>i) do rotruîr, car il o»t d’application frtN|uciito. <>n a ain»i 

[frt.y |, A' [tu.A ], Itetonons onfin que 

r, P• r, P'> r». 7 <k\i) f, *, - r* ^ ^ rl *>» 

r «; P, 



di 

dt 

dt 

dk 

TTf 
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et* comme 


on a 


O' =5 V<,, 


\ ^ --r \ I, -4“ M . fi ^I j 


Nous relnjuvons doue le résultat déjà trouvé dans deux cas 
partiruliers : Si o e^t uu point d<inut* du corps, la vitesse 
d’un point quelconque M de Tespace mobile est le moment 
résultant d'un système de recteurs dont la résultante 

générale est et le moment résultant en o, V^- 

La (oriiiule géoiuélricjue (5) [)erniet, corntno nous rrivoiis 
d«'*ja fail dans les cas particuliers pn^cédeuts, de trou\er sans 

peine les projections fie \ j^, Mir un triêflre (|ijelconqin» o, Xi v» z% 

Nous ne nous arrêterons pas à b‘s écrire. Donnons seulement 
► 

les composantes <b* \ ^ dans b* triéfire inrd)il(* fcr> c. 

■ 

Si J sont les composantes de \ />, «j. /*. relies df‘ <i), 

on aura 

\ ; -4- y 3 - V V. 

\ , - T, -4- V J' ^ P Z. 

\ - . - \ -4- /i » y 

Ou pourrait aii>si (dierdier les composantes de Vu dans le 
triédre fixe OXYZ. en fonction des coordonnées X„, Y», Zoi 
de O. et des neuf cosinus, ( ne première méthode consisterait 
à reprendre sur les formules ( ’j. ) le calcul fait plus linul veclo- 
riellement. 

On peut aussi projf*ter sur les axes OXYZ la formule (5). 
Les com[)osantes de V „ sont X',, Y'^. Pour trouver celles 


(’) Noloiis <|ue, «lan» celle formule (s;, V, et u> n’oot fias, en général, 
même «iirection. 






CMAPiTRC II. 


<6 

(INQ, H) f«i, il suffit flo se reporter à la formule qui 
donne w. 

On aura, <*ii projeUint viir ojr, 

r i j .K .a, ( //./•fil 1 / .y r/j 

<•1 les <leux forimiles aiialo{;ttes. 

I )’ailleiir> 

< y .Xi -r. Ji, Y» V: %x '!> 

I.re> «leux luiires |ir(i<ltjits NCiihiires s'expriment de la iiu^mc^ 
fil roi I. 

On voit clone r|ii*il nS aura pas dc^ iliflicnlté ù ol)t<*nir, 
cpiaiid on le désirer}», les projcrc tioiis de* \\ sur OXYZ. 
lU'veiions iiiaintenani à l'égalité v<‘clori<‘lle i f) ). 

D'après une remar(|iie faite au d/hul du panif^rapln*. li‘ \ ec- 

tcMii* m n(‘ d('‘p(*nd y//r dr ht dirrriitm drs ttxrs niohtlrs, et 
non de* l(•llr oriftine. Si Ton prend clone une* antre c»rigine o\ 
on aura c*n(‘ore 

\N O -4- j CO. e M ]. 

la» vt»rl«»iir (*) et h» >ilesM» V„ crun point o du corps déli- 
IU^s<*nl donc parfait(*tii(»iil la distribution de»*» vitesses dans 
l'espace» lindnii* à un instant dcuiiic^. 

Vviiiit d’entr(»pn*ndr(» retneb* approfondie» de» celle distribu¬ 
tion, c*iivisa^(*ons d'abord deux cas partieiibi*rs : 

i“ Supposons c.) : O. Viols \„ cpiel cpjc» soit M. l^(»s 

\itt»s.s(»s sont alors l<‘s métiies à ctX tnstfinf cpie clans une 
translation: on clii <pi<‘ b» tttom rntrnt est htniirnly ir l'instant 
considéré, ù un nttuis c/nenf de tntnshifian, 

Supposc)ns \ „ O. Alors 

\ >1 r; j* (•), a >1 J 

fjuel que soit M. |,es vitessc»s sont les iiiéiii<»s en rrt instant 
que dans un incnneiu<»nl de rolatiou autour d'nn axe passant 
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par O. On dil (jiu* lu mofu emeni est tanfent^, à f instant 
considéré, à un mctucement dr ratatnai. 

Cas général. — Supposons %» c» ul \ ,» o. D'aprùs 
riiilerpivlîilion du la formulu \ | «lonn«’*u prûcûduiiiuiuiil. la 

diiïtribution des vilusses daii" lu c*orp> solide d<‘‘pund d iiii s>s- 

lèmu du vt*cknirs dont la rûsidtanlu ti<*in‘ralu <*si «*i lu iiioinunt 

rûsiillanl un o, \ o* 

Or, d'après lus proprif'‘h*s uonnitus dus N>Niùinu.s du \uc- 
l(»iir>, uoiiimu M O. \ O - O. lu s\sl(‘iin* atliiiul un a.vt* rcn~ 


l-.K- . 



tral, (‘ Usl-â-diru nnu dmilu tulle «pi un tous ^us points A lus 

vucluiirs ut \ ^ aient la inèniu diruelion. OuMe 4lin‘ulir)n us! 
d’ailleurs relie «lu Taxe rentrai 1 (Jig. là). (à*l axe central 
est apptdè I’axk i.xsTAXTAxr. du uuat^ entent à Vinstant /. 

Si A (*>! un p(unl dt* A, la foritinh* (à), «ni l’fm premi A 
coiimn* origine. s’<'*eril 


I fi i 


Na^ 






( ’ I, 


(‘; <*tlc formule f6; il faut noter f|uc Va et ui ont même support. 



n 


CHkrnnt ii. 


où Vj^ 01 f$) ont riiéiiH» direction A. Or, $i l’on se reporte à 
l’étude du inouvtMiierit hélicoïdal, on voit par cette formule (6) 
que la distrihiilion des vitesses à Tiiistant t est la même que 
dans un mouvement hélicoïdal d’axe A, <lont la vitesse de 

■P- » 

translation est et le vecteur rotation ce nioiivemeiil est 
dit mouvrinrnt kéliroïtlal tan^tnit, h t instant /, au mou- 
irmrnt considère. 

D’ailleurs, la vitesse de translation V ^ de ce luoiiveinenl a 
une signification très .siiii|)le: c’est la jirojt'clion sur la direction 

(lo c.) <le la vitesse \ „ d'un point quelconque o du corps. Kn 
eU’et, on n, d’après ( T» ), 

^ A ^ O I .o\ I. 


D’oïl, coiiiine Ir vectc*ur| a).oA | est perpendiculaire à on 
lin*, en projetant sur la dire<'tioii <le s». 


proj. \ \ proj. N 


et coiniiM* V V » la direction de a». 


pioj. 


ce qui <léinontn* la prop(»sition. 

On peut se proposer, connaissant les coinposanles de Vo et 

de w sur trois axes de coordonnées (juelconques, de trouver 
les é(|ualions de A dans vv svstèuie d’axes. 

Faisons |>ar t*xeiiiph* le calcul dans le système oj:}‘z, 

Kxprimons que \ ^ et w ont la même direi'lion, A étant un 
point y, ^0 du corps situé sur Taxe cherché. Les compo- 



CINÉMATIQUE DU COUPS SOUDE. GÉNÉRALITÉS. 39 

saaies de \ a avec les uotations employées plus haïu. 

(Va y- -r r, 

t \x)s T, H- r.r ~ P Z, 
t Va ^ 7 ^- 

l)‘où les équations du lieu A : 

; -4- Y — r y ^ t, f x — pZ h, 

P n V 

Soit h la valeur commune de ces rapports, h est un<‘ eous- 
lanle. comme <»n le voit en iiiullipliant haut et bas les rap¬ 
ports, le premier par/i, le tleuvième par 7, le troisième par r, 
et ajoulant h‘s nuuH*ral<*iirs entre mix et h‘s dénominateurs 
entre eux ; il vient 

/>- -H Y* 4 r* 

On a d’ailleurs \ ^ h f.» d'après les éfpiations mêmes qui 
donnent A. h <\st donc le pas du mouvement hélicoïdal tan- 

j;ent. <i) et h dépendant de t sont les caraclérislifjues du mou- 
vimient hélicoïdal lani^enl. 

Si \ ^ : O, le mouvement tancent se réduit à une rotation. 

On voitcjue la ( ondition p;énérale. pour (|iril en soit ainsi, 
est h : O, ou 

ce qui exj)rimeque N et g> sont perpendiculaires. (a*ci sr voit 
d’ailleurs de suite géométri<juemenl, d'après la propriété 

■ ► P- * 

établi<* ci-dessus, à savoir f|ue \ ^ est la pr(»jection de \ « sur 01. 

Cherchons s’il y a dans le corps des points ilont la vitesst* 
est nulle à riustant considéré. 

Kn général, si co o et h o, il n'v a pas de tels points 
car la projection sur la direction de w de la vitesse d'un point 
quelconquf» du corps, étant ég*ile à h gi, n’est pas nulle. 





CHAFITKE 11. 


Si /i ~o, O, le mouveinenl Uiiigenl est une rotaüoii; lei» 
|>oifit.N lie Taxi* itisimiinnù ont une vitej^se nulle, ( t ce sont les 
seuls. 

Si M O, O, le moiivenienl tangent est une translation 

lie vitivsse non nulle, donc la vitesse d’aucun point n’est nulle. 
» ► 

lliilin si ui O, \ „ -- O, le moiiveinent tangiuit est le repos, 
et tous les points de Tespace fuohile ont à rinstant considéré 
une \ itesse nulle. 

I/élude i|ue nous venons de faire nous renseigne donc coin- 
plêleinent sur la distrihution drs ettesses dans le corps à un 
instant donne. Il siiflil, pour coniinftre cette distribution, de 
se donnin- i\ rinslant t, un point A de l'axe central, le eec- 

teur M et le nombre h. 

dette étude est en (juidijtie sorte réliide didéreiitielle du 
inouvenient. Nous viu rons plus taial ipron peut aller [)lus loin. 
ei énoncer (|uel(|ue.s résultats sur la manière dont le mouve¬ 
ment se iléroiile dans le temps, c'est-à-tlin* entrepnuidri* 
l’étude intégrale «lu uiou\«>m<uit. 

Bornons-n«Mis pour !«• inoimuit à sigiud«*r deux « as j)arli- 
cidiers «latis l«'s(|u«*|s on peut aNoir aiséimuit <l«‘s rensidgne- 
iiuMits sur 1«» ni«Hivem«mt : 

r* l>n point du sohde restr /t re penditnt te uioueement, 
- (a* point a <loni' un«* vit(»sse null«*. (lei’i. «I apr«vs ce (ju’on a 
vu iû-«l«*ssus. ne peut a\«ur lieu «pie >i F axe instantané 
passi* «'«instamment par ce point. i*l si l«* nnuiviummt instan¬ 
tané est à ehat/ue instant une rotation, 

• a ” ( ne droite du sohde reste parallèh‘ à elle-même, 
PriMions t'«'U«* «ir«ut«' c«)tnme a\«* nz «lu Iriètli’e iiiolul«‘. 

U vi'cttuir A est ('«mstant. Donc A * : o. 

( auniiu^ 

A ' <»» . A . 

on (*n ileduit, ou bnui m o, c est-à-ibre ipn» b» mouvenn^nt 
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esl une troiislalioii, ou bien que w a la iiiéiue direcliiui que k. 
c*esl-à-dire (|iie Ta^e iii>lanlané resle parallèK» à la clirtM - 


lion oz. 


2 . Étldl des accélérations. — Ue|>reiioii> la forniule (a) 


\ ^ N I <•». ** M I 

raccéléralion l\ êlanl la ilêrivéi» gêoinétricjih' de \ ^ (l(‘ri\(Mis 
cette foriniib*: on a 

" - r/ I * I 

l'xi - I „ -H I Oi.tt M I 


Fig. e*. 


ou. (l aprvs la foniiiilc df (lorivalion d'un |iroduil \i-( l(»rii‘ 


I ^ _ l \i j (•) . M j ■+* I *** • 


f/ : O M : 


. O M t rf ^ \ ^ ^ " 

--— , / 'I — fM ~ > M N 0. 

<// fit 

l*>i -- Tl. +- 1 <•/ • J ^ 'i ■ ^ ] • 


mais, (l'ajirès la foriinile (T) ), 


\ n — \ 0 — 1 <»>. f/ M 


[\ r=z [ O, ,n \î ] j <.j. I f >.o \î I j . 
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4 a 

iViettori» par o un \ec*UMir égal à et .soit ni la projection de M 
fiur oui(Jig. i^i). On sait que Ton a 

I <’>./. M I -- j M.m m]. 

Or. tni'iuiiis par M \ecleiir W é};nl à [ '*i. m 17). Il 

tiu'. 17. 

tu ili 



vsi perpeiulictiliiiro aux \ecteurs 'o el mM, et le trièdre M o) W //i 
est dinu'i. 

l)^iill(Mit\s sa grandeur est 

W' ~ (•> . /Il VI, 

puisque fo <*l ///M soiil n'claugulairiv-*. 

Mais alors le vecteur 

» V 

est perpendiculaire i\ m et à W. Il a donc la din*ction niM. 
Son sens est tel qiu» le trièdre soit direct. 11 a donc le 

sens de M vt»rs m, 

Knfin sa grainieur est m * x in M. Donc on a 
l - !<•»,•. fff M 

V 

et la formule donnant s'écrit sous la forme 
( 7 ^ ^ "4- I . •» Vf j — î w) î * //I Vf . 
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Si l’on rapproche celte formule (7) de la formule (p. .^1) 
donnant raccélération dans le mouvement hélicoïdal, on voit 

qu'elle en difTèrc par ce fait qu’ici w' w*EiT plus kn général 

PARALLELE AVI. Lc inouvoiiient ludicoïdiil tangent donne donc 
les i'itesses [formule (6) précédente], mais non les accélé¬ 
rations du inouvemenl réel. 

On peut se proposer, comme pour la formule des vitesses, 
de projeter cette formule sur des axes (jiielcoiu|ues. Faisons 
seulement ici le calcul des projections sur l(‘s axes mo¬ 
biles o.r y Z, 

* > 
Soient |A. V les projections — supposées données — dcTo. 

-V 

Les projections de oM sont x, r. 3 . Celles de m M m* dépendent 

(et linéairement) (pie de/>. 7, r, pro)<»clions de m. et de .r, ) , 

Nous l(‘s désignerons par mM,, /uM^i mM;. laoir cabul 
n'oflVe aucune difliculté. 

Kestenl les proji^ctions de ipii dépiuident évidemment 
des dérivées de p, 7, /'. 

IVmit les calculer nous idiservons (pu* 

(*> ;= fti <fj -f- rh 

et, en dérivant. 

ui' -z:. P t -H (/ J r k ->!- pi 4- qj 4 - / /. . 

Or, à cause de 

/' trr (.) . f , y' -= to .y, k' - (»>. A J 

on aura, en mettant v) en facteur, 

pi'-h yy -4- / A — [<’>•/' f/J rk j = [ j - o. 

<,j' P i 7 y -+- r k ; 


Üonc 




U 
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rorii|K>iiuiit<f> de 0/ s<»nl //, // • dérivées de q. r par 
rapporl â /. 

On |ietjl evplirjin^r ce résiliât cii ariticipaiil sur le Chapitre 
sui\aiil. 

Heporfofi>-iïoii^ a la délinitioii tle la <lérivée géoiiiélriqne 
d un V(»cleiir : nieiicins par tiii point f) de Fespace fixe un vec¬ 
teur e^iil a 'i>: II* veelriir est le vecteur vil(»sse du point 


t it.'. I''. 



Menoii*» pur () <les axes fixes ( \tU d(*s «axes (‘‘cpiipcdleuts 

aux axes inohiles O.r, ( //^, 18). 

Dans ce (|iii suivra, nous nous s(»i > irons de définitions et 
de ré'Millals <|ui s<T<inl exposés dans le prochain (diapiln*. 

Le point M est en ‘général iiiohile, et par rapport a ()\\ /, 
et par rapport à O.r, r, v, 

Le vecteur vitesse absolue de rv point, est la soniine de 
la vitesst» relative de'»» dans le triédre (),/, >*, z ^. et «le la vitesse 
d’entraînement de ce point. 

Or, le inoiivetiieiil instantané <le O.r, > , rsi une rotation, 
O étant fixe. De plus, comme le vecteur rf»tatioii ne dépend 
pas du moiiveiiuuit de l'origine du triédre ui(d)ile. le vecteur 

rotation de O r. i ,:;, est a. Donc OmcsI l'axe inslanlaiié du 
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niouveiiieîil à riiistant /. Donc la vitesse {reiitiaiiiemeiit de m 
est nulle. 

La vitesse relative avant j>our coniposaiites sur ().r, i 
P , (j\ il <*n est de iin^me de la vite^s<* absolut* qui lui t'st 
é^ale. 

liéiiiiissant tous res résultats, on voit liiialeiueiil <|iie les 
c<imp<»saiiles de sur le trièdre mobile sont 
r , À ^ Z — / I (O* . ni \| ,. 

I\ - 1 r\r — fi Z — <•>•./// M, . 

T- V ft y — Y ■*' — <•»". fif M 

( 4lliU*cboiis >i, à rinstaiil f. il v a dans re.s|>are iiiobib* «les 

points d'ftrrrlèrntion nuUr, 

pour cela, il faut n'-somln* en .r. i'. les trois iMpiatioiis 

r,, t». i\ .1». r. .. O. 


Pour leur doiiiiei' nue forim* simplf, on pmit ftoijours sup¬ 
poser (pi à riiistaiit I(‘ verleiir m a la dinM lioii di* oz (an 

besoin, on rlianm* <‘lu»i\ du Irii'dre iindule, ce (pii n«* 

( liante ('*\ ideninieiit pas b* iiiouveiiieiil ). 

Vlors 


y/ tj * f>, r fo ; 

m \l , m M » - I . tn M 

: ’ ( ' 


Doue les étpiatioris à iM^sondii* sont : 

r , — /. 4- *! Z — / r — f'i ■ r O. 

I\ - ‘I r r J» Z f'i- I n. 

r. •/ ^ P y r «>. 


lyost un s\slêîne (i’érjualions linéaires, cpii adnu*t vu j'énéral 
une solution et une seule, car le déterniinanl est ici 


- / if 

— oi- — P 

P O 


— — (#>• ( -f- y - 
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En géîK^ral. 

t«j / O, P Of «y 7^ O ; 

donc ^ o; on a une solulion el une seule. 

Si 1 O et (i) <»• il faut que p* =~ y'=: a. Alors les équa¬ 

tions devieiinenl 

À — r' y — M‘X ■=. 

!jL ‘ rx — üi’K = O, 

V ~ O. 

Si V O, le s^slénie est impossible; aucun point n’a son 
accélération nulle. Si v - o, comme le (léterininant des deux 
premières équations est -+~ o, tous les points d'une 

droite |>anillèle ù o<ii ont une accélération nulle, et c(Mix-là 
seiileiiHuit. 

(le dernier cas peut-il arrivera tout instant? Il faut alors 
(jiron ait toujours // w/' -r o, cyesl-à-dirc que o/ soit cons¬ 
tamment parallèle à s». Or ceci n’arrivi» que si le vt^eteur 
reste [laralléle à une direc tion fixe, car. si Ton se reporte nu 
point () considéré |)récédemment, le point re doit décrin^ une 
courhi» dont la langcmle passe touj<Hirs en O. ce qui n’a lieu 
que [»our une droite passant par O. D’ailleurs, dans ce ras. la 

din^ tioii du vecteur est aussi invariable <lnns le triédre 
mobile, car la vitesse ndalive du point 'o dans le triédre 
(),C| Cl V, (»st toujours diripM» suivant On a d’ailleurs 

dans ce cas 

P ^ ^ 

/> V / ' 

Donc 

(1 1 ' 

a h ^ r' 

a, c étant des conslnnles. 

(le mouveiuent a été déjà étudié précédemment : Mouvement 
de rotation, autour d'un axe fixe, du triédre O.r, » , équi- 
pollenl au triédre mobile. Si Ton veut de plus qu’il v ait des 
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poiats d’accélération nulle, il faut que v = u, c'esl-a-dire que 
la projeclion de loul point de l’espace mobile sur la direction 

lixe de w soit animée d^un mouvement recliligne uniforme. 

Si f.) = o et rjé O. A “ O et le système se réduil à 

). q’Z — r\r o, 

U r .r ~ P Z ^ O, 

V // r — q’ .r — 

il est impossible ^i /// -r- f/'p f- /* v o. 

Il est indéterminé si />'/. f* 7V système se 

réduisant aux deux [ircmières écpintions si, |mrexemple r' y* o; 
il V a alors toute une droite, représentée par ct‘s deux équa¬ 
tions. dont tout point aura à riiistanl considéré une accéléra- 
lion nulle. 

Enfi n, si fl) U. 0)'- O. tout poiul du système a même accé- 
■> 

lération T,, que o, et cette accélération n c‘st nulle que 
si r„=r: n. 



CHAPITRE III. 

COMPOSITION DES MOOVEMENTS. 


Déânitionf. —. Soit .S„ un sjslôiiu* du poiiiLs invariahlo, 
ijiiVm [HMil liHijoiirs coiisidorrr coiniiH* fixo. Soient S, un >%s- 
Iriiu» irivariiil>lo en niouvoiinuit [lar rapport à fl S., un 
aiiln* svNtfiiif itivarialilf fii iiioiiv<‘infnt par rapport à .S,. 

l’.n ^fiifral, S.j e>l iiH»l>iIf par rapport à S„. Ou r>l alors 
conduit à su posor If prolilfiiif suivant : Hfant dunnrs les 
nunnements de S., />or vapitint à S,, et de S, jeir vapiHivi 
it fntueer te ntoa\ eftienf de S.j /ntr ntpport ô S„. 

Dans Cf <pii suivra, iHaiit d<»nnfs d<*ii\ svslriufs di* points S 

ot S, on dfsi*;nfra, piuir fll)r<*|rfi\ par niouvfiiu'nl df 

S' par ra|>port à S. 


t*sl a|)pi*lf rnnus ement rrlatif : 

( si) fnouei fuent d'enfnnne/nen( : 

fsl If moueemetii ahs<du. 


Soit M un poiiil du sAsifiiif S|. Sa \il(*ssf* dans le int>uv(*> 
iiMMil ^ jr-) est appelff vitesse d'entrai'nefnent, fl on la dïVsigne 

V. V 

par \ ou \ ^. ( .ousidf rons It* point du solidt* S., tpii, à 
i instant ost fii M. Sa \ilcssf dans If inoiivt*in<*nl ( j fsl 

dilf Vitesse relfittve : f>n I fcril N ou \ l'jifiii. la vilfssf df 
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4 <,» 

ce même poinl (hms le ^ ) i‘>t 1 ** i'ifessr (tifsolur 

de ce poinl, qu’on êc ril \ ou \ 

On a êvideinmenl Iroiv définitions analogues pour les 
accéléralions. l/objel essenliel de l’élude de la eoiu|u>sition 
des inouveinenls <»si la reclu^rche des lelalioiis evisianl entre 
ces vitesses et ces accélérations à un instant donné. 

Composition des vitesses. - Soient dom* M un |»oinl du 
scdide S.j, (x, \\ z ) s«*s coordonnées <lans le trièdre nicdiilt* tt t \ z 
(ittachc (tu solidt* S,. ()n a. aNec l(‘s notâti<»ns du (dinpiln* 
précéd(‘nl, 

M - O rf -f- \ j ‘ zL : 

seiileinenl ici /(^^ ( (Hivdonnet s j . > , v saut dt*s JttUi tuuts du 
frtu/is, 

Kn (b'rivant e<*tte foriniile \ <‘< torielle. nous aurons l’expres¬ 
sion du Nf'cteur M\ e'esl-à-dire d<* la vitesse absolue \ du 
|)oint M. ( )n a doue 

11 j Wu - < t/ /'/' y j' zt> \ ■->r- ;./ '/ - 4 - » / t ; / 

( )r. d’après le ( diapilre pn*eedenl. la premier»* a» c^dacb* i‘'%t 

jiisleinent la vilt‘sse d’entrainement V|o du point M. t^>iiaiii 
à la second»*. e*»*sl un \»*ct<»ur »loni les composaiit<*s sur n.i \ z 
sont y. V , ^ - f'/est donc la vitesse relative \ j, de M. ( )n a 
donc 

N "<t — \ 11* -4- \ ;t 

OU encore 

i 'A \ N /I ~ ^ \ f , 

Un arriverait aisément à la même formule en ralciilaiit a 
Taide des coordonnées \, ,Zde M dan^ le système jix<* OX ^ /. 

De la formule < i), on déduit les romposanles de \a sur l(%s 


jt't.» % 



ùo 
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aiejf mohil(*s oxyz. On a, avec les notations prcc<*derftes. 

i .-./i-ry -^x'. 

( a') I V„, T, -4- ,x - pz -y- y, 

( ^ py - 7 -/‘ î'. 


Composition des accélérations. ~ L*acc*'*léraliou al»oliJc 

«le M «‘Ht la sccoiidi? du vcclenr M. On a donc 7 ,, eu 

«l/îrivaiit la formiih* ( 1 ), «|tii d«mii«‘ 

7.» - I o" -h -4 y J" t- zA^] 

•A ! /•' /' 4- y'J 4- c' // ; J ./■•/ -4- r'y 4- z" k ;. 

La pnîiiii«?r«’ acc'oladi*, d apnvs l<* Cha|>itr(* préciWlonl, n'e>t 

autre «jiic le vecl<‘ur 7 ^, acciîl<h'alion «rentraineriH^nt. I^a Iroi- 
si<*iu<‘ <‘st un ve«‘(«Mir de coin posa x\ y'\ z’. (l\*sl donc 

rn(!C(d«‘nition ndalivc 77 . 

(>h(*rchouN la si^nilicalioii «Je la «ItMixicMue accolade. Soit v,, 
c»! voctclir. On a. d’apn'-s les n^nllnts du ('.liapilrc pn-ciWlonl, 

^ 

« -O)./, y - /’ - CO./. 

Doù 

7. - i i r M. / -4- y . (.» .y -k . 0 . / ,. 


ou, en niellant m en facteur. 



► \ ....—- 

<•>. ^ y t -y .» y H- 



or, le vec teur entre j 
«le M. Donc 


} n'esi aulre que la vitesse relative \ , 



(lO veclotir y,, est appelé arr.rleration complémentaire ou 
eucoi'e accélération de Coriolis. 
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On a donc ia formule 

(3 » 7« 7. -H V. Tr. 

Cherchons si le vecteur 77. peut être mil; cela a lieu tlans 
trois cas : 

r' f,»zz:o: le mouvement crenlraimummt insiantnm^ «‘sl un 
moiivemenl tle translation: si cola arrive à chacpie instant, le 

mouvement (rentraînemenl est un mouvement <lt» translation: 

—>► 

2" \ , on verra en |>articulit*r (|ue c(*la a Iit*u, en 

Dynamique, dans les prohlêmes «récjuilihre relatif: 

► ^ 

, 3 '* ro et \ , sont parallèles. 

On aurait pu parvenir à la formule < i ) en utilisant h^s 
coordonnées <l(» M dans le système d’axes OW'/. la» caltul 
n olVn* |)as di* diflifMdtès. 

Clierclions les (omposantes de 77, sur les axes iiudiiles r>.ri v. 
On pourrait projeter la formule ( i). On peut aussi pr<»e<*<ler 
directement. 

Soit O un point fixt* du sxstèine S„. Menons j)ar ci* jMiint un 





vecteur équipollent à V\,: soit ^ son extrémité (iq)* 

I/accélération absolue est la dérivée géométrique de V ,,, 
ou encore la vitesse du point p. 
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'V'-jï 

1^1*% <J<* c<*Ue «»iir l<!s axes oxyz no 

ilépoiifieiit pa?* <lo rorigirio <lu triédre iiiobilo. 

Vlofioii'. donc par (> do^ axos parall^^Ics aux 

axo** ox\ Z. 

I)iiiis Cl* Irlcdrc. le point ;x a pour coordoniun**» ( \ at* 

l)onc, d’aprcs l(*s foriniil«*N ( • ). connue ici l’origine du 
iriedre l•^l fixe, cl coiiiiiie le \ecleiir rotation 4 *st le niènie que 

pour le Iriedre o./ ) c. on a coniiiie composantes de 


1 V... 

^/\ H . 

v/r 

^ •fS. 

■ — / N.I.. 

' 1 *" ' 

1 

ih 

-*■ r\.. 

. " />Nh . 

1 

.l\ 

iit 

4 

* — 


(ies lorninles sont dites/o/’/nn/c.v r/c //on/’. 

Si, dans ces (ormiiles. on lemplace N,,,. \ \ ./r p'‘*‘ l****** 

valmir tiiVîe de ( ü ), on a. en di'*v<doppanl. 

‘.HT ' e ^ ♦ 7 : — r \ . q Z- r y , 

4 7. : -4 ; 4 /> ! — if J ) — / < T, t r c / - //: . 

OU, en in'ilifnrutnt futr t (tp/torf (tu t tlrrix i t s r/c /, r. c, 

. - [ ; t 7 J -- r I 4 7. ; 4 fi y - 7 / . — , r . ,w | 

♦ » 7; ,1 1 4 

et li*s deux formules analogues pour y,,, et Dans cette 

formult*. on a mis en iS ideiu'e les projections de 'v. . V'* 

Ctts fKtr(i('ult(*i\ Supposons (pie li* mouvtMiienl d’enlrai- 
neiin'iit soit une rotation uniforme. Prenons alors coinnie 
tri/'dn* tnohile le tri/'dn* di’qà <'onsid('*n^ dans l’iMmle du iiioii- 
viMiieiit de rotation, m (»st alors constant, et Ton a 

f) if O, r M, 

puis 

' ^ \ ; O. 
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formules ( i ) el { 3 ) tievieiitient alor> 

^ — y w ^, 

- » C»l » - " 

- i " *fi # f.r î . 


Composition de plusieurs mouvements. ( luuMihM (»n> un 
sv^lèmt» inviirialilt* S„. tindn pont supposer lixf». «*l // sxslêiiies 
en iiiouveineni S,. .S..S„. 

Ou suppose « niiuiis le> lumi vi'tiieitl s ( ^ ^ ^ ^ j , 

qu «»n appelle rnnti\ rntrn(\ ( ntnjutsitnts ; ou (3 uîî < lie le fumi- 


VtUIKUlt 




numyrinfut rrsulfttnt. 


Soit, à 1 in^laiit /, uii poiiil M. Si l\>u eoiisideie re point 
roitiiiu* lie à un sx^iêiiie S,, i*! ee sxsiéme S, en luoiiNeiiieiit 
par rap|)c>r( au sx^lêiue S^, la vilessrile M «laus ee iiioummimuiI 


est «lesipiuMî par \ 

( ’Jierelions la xilessc \/,o* 

I) après les r«'*>ullals antérieurs sur la (:oiii|>osition «le «leux 
uuuivemenis un a 


. \ ,o 


\ y \ 


*- \ 1, 


\ 


x.! - v„ V, ;; ;; 

en ajoutant iiuuul»re à inetnhre ces «’‘j;aliti'‘s. il \ i«*nl 

N /, it, ' ~ V 1 4t X » f -+- \ 3^ -t" . . . -4- X /I f, ; , 

C'est la gèncralisalion delà relation trouvée* dans I <'‘lijd(î «le la 
coriiposition de deux iiiouvenii*nls. 




H 
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Le ihéun’fne sur la coinpoisition dcî» accc^léralioiis ne donne 
jjaii de généralisation aussi simple, à cause de rîntroduciion 
de raccélération complémentaire. 

Applicationt de la composition des mouvements. — 1. Ar- 

ei.icATioas ct.^ÉMATioLEs. - T' On peut, à Taide de la compo¬ 
sition lies moiiveiiients, retrouver les composantes delà vitesse 
d’iiii point en eoordonnées cartésiennes. Soient OWZ le 
triédn* de rélérefice, M le point mobile (/ig> i^o). Soient Oj le 

Il K* >*►. 



point d<î courdomiécs o, V, Z et O.jXjVaZj nn Irièdre éqni- 
pollenl à OX^Z. Soient eiisnile O, le point de coordon¬ 
nées o. O, Z, t*l O, X| V| Z, le Irièdre é(|uipoIlent à 0 \ VZ de 

soinm(*t O,. Soient N 3 la vit<»ssi» de M par rapport 3Z3. 

V 

V3, In vitesse ireiitraîuemeiit de O3X3Y./ZJ par rap|)orl à 

..... > 

OiX,V,Z,, \ ,u Itt vitesse d'entrainement de Oi\,Y|Z, par 
rapport à OX^Z, \ la vilesst* de M par rappcirt à ()X\Z. 
On a 

¥ ► W V 

\ - \ î -4“ \ î I -e \’ , 

d’après le théorème sur la composition des vitesses. 




COMfOSlTION DES MOUVEMENTS. 
Maïs, sûr OW Z, 


Doue 


;» pour composantes \ , o : 

'ri ' O, V, O. 

O. 

' •• V, !.. 


■>." On [MMil IrouMT par ce inovru 1«>> c<iiiiposHiil< > 

(II* \ el (i** y «‘Il (‘oordoniiôes |>olain‘s. piMir un point \! sr 
rlcplaçaiil <lan?> un plan ( //»'. u ). On peut «onsidérer (pio Ir 


t'iK. •«. 



niouveuicnl absolu de M n'^sulle du inouveiiienl lelalif cle M 
sur ()/i et d^in inonvemeni dNîiilraîneini'iil. n»laiion de Or/i 


autour de (), avec iiin* vitesse aiigiilain* égale à 0 . 

Projetions la relation \ „ \^. f \ , 

Mir ( ) U cl ( )i' pour av»)ir 

les composantes de \ sur ces axes. 


Nous iiidiepierons dans un tableau 

l(‘s proj(tctions de ces 

trois vecteurs : 


\\ 

V ' • 

Projections sur t >//. o 

/•’ r' 

Projections sur Or. / O’ 

o /O 


On peut de même trouver ainsi les composantes dey; la .seule 

difficulté est de calculer les com[K).santes de y,.; le vecteur oi 
est iri dirigé suivant OZ( le trièdreO/ii / étant dir<‘cl); dom (») 
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et V , ont pfiiir coin<laiii» h? triédre 

Oii. Ot’. M/. 


<i). O O 0 

> 

V, . /*' O <» 


cl’oiJ crlles <1(* 

\\ . <> 7 /‘' 0 ' O 

hoiir oii (I h* lahicau analof^iic an tahiraii (les vitesses 


n 1/. —/ O'î O / " r"—rU ~ 

<>i. / U" >/• 0' »» / »/'0’ 


Ou r(‘lrou\(‘ dune ainsi \vs n'sultats ciassi(|(i(‘s. 

.1" ,]/oucrfnrn(s irtxrrsrs, — Soinil deux sysirines in\a- 
riaMrs S, ri t*ii iinniveuKUit riiii |)ar rappoii à raulrt*. Les 

mouveiiKuUs v;* ^ ( s* j ''^**** iru r/ srs l’un «I** I aulrc». 

Soit V un |HMtit <|u<d('oii(|ue, «iriulaiU /. Soient \ ji sa vitt*s>e 

Inr^m ou le ctiiisidêre ( oiiiuie appaiieiiant à S., \ \i(i‘sr5»o 

lor.s(|u\)n le eoiisideiH* eomnu* apparhmant à Sf. la* inouv(uiient 
de S, par rap|)oi't à peut <'tre t onsidérc comini* n'sullant 

d(*> d(Miv tiioiiN<*iiientN s* ^ *** ( s ) ^ repo> par 

rapport A lui-mènie. Dune la \ itesse dt* tmit point de S, par 
rapport à S, est nulle. On a ilone, en appliipiant le théorèiiu* 
dt‘ In (Composition d(*s vit(*sseN, 

ti — \ I • ’t* \ • I. 

N,r==_vj 

pour tout point de Tespnce. 

( )r, soit M un autn* point. .Soient Wji le vecltuir rotation de 
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par rapport à S, 
le point M, 


celui tie S, par fappttrt à S.,. On a. pour 

= ' î, -i <•.*.. A Cl 1 . 

\Cl j; 


(iiiiime 

ou a 

ou 



\ * _ \ * 

’ ’j t ' I i • 


mM.AM - 


. \ M 


I. A M 


4 ) 


i‘t, ('oiniiic* M rs| fincIcoiHjiH*. 


(.)- * 4 *>| ^ ~ O. 

Ou 011 (lodiiil aussitôt (|iio les a\os iuslanlaïu s dos dt*u\ 
iiiouvoinoiits invcrs4*s ( ) 4»l ( j hiuiI mnJnndiés r\ si \ 4*si 

uii [loiiil (1(* col a\o, los <d('unoiils N cU du niouNo* 

mont ( J,' ) sont opjtnsr'i aux •'•lôniouls \ ) , « i m, , «lu luiuixi** 
/ S 

lUOllt ( ^J. 

l ' I)rt(’rniidrs rh ntf'nfs du umus rrucnf i rsultun^ 
Instniitftur. - ( lniisulrrous un svstôiiio lixi* S„. ol // sys|ruu*s 

illol)ilo^ S,, S,, . , S„. \\ec los iiolalioiis noiiv<'llcs, ou a ou 

un point N! 

Z. \ \ \ \ 

Lorsfpio los iiioin oiiioiits coinposîiiits (^' ).( ) ^uiil 

dos nioin«Mueiits parliculi«*rs. on jioul flô<|ulr<* «li* I o^alih* 
prôoodonli* la natiiro du iiioiivoiiioul n’*sullaiit j* 

r* Supposons tous los moiivoinonls composants hinf^rnts // 
fjrs truuslnlions à rinstftnt rimsidèvî*. 






CMAriTtt Itl. 


Aïot%, \es ..., v„,„ , MIIU indépendantes du 

point M consid<’»n*. Il est donc de iiiéiiie de autrement 

dit, le mouvement résultant est aussi tangent à une trans¬ 
lation. 


•s" SiippOMUis liMis U's mouvement> eoiiiposants tangents à 
des rotations. Soient A, Taxe «le rotation iiislanUiné du mou- 

veinent ( \. un point de cet axe. le vecteur rotation 

corn»sp<iiidant. (rori^iiie A>. On a 


\ 1 <» ■■■' I <») I. \ 1VI I, \ 21 I . A î VI J. .... 

V I J I - - I M ^ \ ^ M I . • . . , V ,, 1 I <*>rj . A r< VI I . 

■ ^ 

(’ie< i montre donc «pie \nt u ost autre que le moment résul¬ 
tant /Hir rapport à Vf du système des vecteurs fe,. c»>j. .... 

Kn ^(^iic'*rnl, vv >>>lèine n’e.sl pas é(|uivalenl à un \ecteur 
tiiii(|ue; donc 1<* inonvtMiienl résultant n^i>t pn> tniiÿçent à uü<* 
rotation. On v«‘rrait ainéinenl que l'ikxe inslantnné de ce inou- 
\eiin*nl ir«*si antre que Vase central du sy stème des vecteurs 
rotations, 

l.orMpie le ''Vstèine tle> v«‘cti'urs «*^1 é(|ui\al<mt à un 
v«*ct«‘ur uni(|ne 12. !«• moiiv<uiient résultant sera tangent à un 
mouvement de rotati(»n 12, 

il «*i] «‘"t aill^i en particulier lors</ue les a:res S, /tasstoit 
pat' un meme point O. Dans «h* cas f2 est la résiillanle «les 

V 

v«*eleur> s»,. «*l passe par 1 «^ point O. Donc l axe de rotation 
instantané du mouvtunenl ré^'ultant par O. 

Si les a\es A, sont parallèles, i 2 est un vecteur parallèle à 
la direction «le ces axes et qu'on sait c«>nstraire. 

Kniin. lorsque le système «fes vecteurs f*»/ est équivalent à 
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un couple^ le mouvement résultant e>t itMngenl à une trans¬ 
lation dont la vitesse est Taxe du couple équivalent. 

Plus généralement, dans le cas uù les mouveiiients coinpo- 
sants sont des mouvements généraux, mais lorsque le svstéme 
des vecteurs rotations de ces niouveiiients est équivalent à un 
c<»uple, ou verrait que le mouvement résultant est tangent à 
une translation. 

b"* Lorst/ue dans le nioueenu nt d'un (rit^dre .S, pur rapport 
à S„. raxe hélicoïdal instantané a une direction Jixe par 
rapport à S,, il a ausst une dirertion ftit* par rapport 
à S„, et rériprofjue/nent. 

Supposons d'abord qut» Taxe instantané A (|ui est parallèle 

à uï ait une direction fixe par rapport à S,. Preinms Taxe oz 

parallèb* à cette direction du (‘<»rps S,. < )n aura p tf o. 

» 

Kn \(*rtu de l’égalité \ectorielle /* 'e./*. les dtuix vet'teiirs o) 

et /• étant parallèles à oz. on aura // o. Le vecteur A restera 
donc éfjuip(dlrnt à lui-tnètne. c'<‘st-â-dire (|ut* (tz et A resl(*roiit 
parallèles à une dir(*clioM lixe de S„. 

Inversi'irient supposons que A soit parallèle à une direction 
fixe de et envisageons le niouveiiumt inverse ^ j dont 

Taxe li<*licoï<lal instantané l’st aussi A: en raisonnant comiiie 
ci-dessus on verra aussitôt cpie A a une direction fixe [lar 
rapport à S,. 

Dans le cas présent il sera souvent utile de choisir |)f)ur oz 
et OZ des directions parallèles à A. 

ii. Applications okomltrioi ks. ( )n a pu voir, sur les 
théories exposées dans les deux premiers (diapitres. coiiiliien 
intimement sont liées la (iéomélrie lît la Cinématicjue. l^es 
éléments <lu mouveim’nt d iin point sont en relation étroite 
avec les éléments de la trajectoire de ce point, et c est en 
appliquant .des résultats géométriques que nous avons cibtemi 
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iiiti? tiiti*rpnnatioii des résiiIUiLs anaivtiqui^s relatifs au 

iiiotiveiijfiil il iiii point ou <riin 

liiviTM'iiiriiL ôtîiiil dofiiu' par e\<Miipl<* un sv.slênu* de 
I uiirhfs ou de surfaees, si l'oii peut trouver un syslèine de 
points flecrivaul vrs lieuix avec un iiioiivenienl sini|de. l'étude 
d<‘ c<‘ iiuMiMunent permellra de trou\er des propriétés du 
sieiiie donné. 

lai partiritlier, oii se rnid rompO* (jue I application d«* 
théories |)ropreinent rinéiiiatiqiies, ('oiiinn/ cellt» de la coinpo- 
sitioii des iiioti\eineiits. facilitera rétiidc* du pndiléme précé¬ 
dent . 

L idiM* de C(‘tte applu ation di* la (^ineiuati(|iM‘ à la ( léonié- 
trie revient a H<d)ervaL qui en déduisit une inéthodi* pdiérale 
pour construire les tangentes aux coiirhes. a\ant riiixeiilioii 
du calcul inlinité'siinal. 

Ihuiisot a siiiiplilii* et ^é‘néralisé la imdluMle de lhd»er\al. 
( 1 est sa im'Mliode que nous «exposerons «‘u pn*mi«*r lieu. 

I'* Mrthiuh* (h* Pitifisttf. (loiisiderons une surfaci* < S » 
(.A’ 4». vji ) «'t soit nt un point se dt'qdai ant sur cetti* surface 


Tig. J». 



a>«‘«' un certain inou\«nnent. Soit ntj' la normale à la surface 
au point /n, orientée «laiis un sens «léterininé. Si l’on [lorle 
sur m.r une lonj;ii«Mir constante mM i\ lorscjue le p«unl m 
«lécril une courbe i c^ sur lu surface* (Sk le point M décrira 
une eonrlu' ((*) sur une surface* (S ) parallede à (S). Les 
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poinU m el M sont invariahUMtionl liôs; tlouc, los pn>jt*ctioii'' 

sur mVI des viless<*s respectives e,„ el de res points sont 

... ». 

éjî^ales. Or est normale à mM. d«»nc il en e^^t de im^^ine 
de i ||. 

Supposons iiiaintenaiil cpn*, lorscpn* le temps f \arie. r \arie 
aussi. Le mouvement ilu point M ptoil être roiisidêrè enmme 
le mouvement n’siiltant : 

a. du mouxement d’entraînement tie la normalt* fn t : 
h, du mmiveinent relatif du point M ^nr ni r. 

Uonr. d’après le lh('*orème de la coinposiiidu <li‘s \ilesM*s, 
on a 

\ f, - r* • t * 

av(‘r les notations liahituelles, i )r t , est un \erteiir porte 

sur //l.r el de valeur al^èl)ii<pie ♦ (Liant à r,. nous avons \n 

ci-dessus ([in* c est un \<*ctenr normal à ^//M. 

I)(»n<’ nous avons le n‘''nltal siiixant : Id innjrt flan dr ht 

rifrssr dr M sut’ nix rst nn \’rrfcnr dr nirsitrr • 

Oonsi<l<'*rons alors, avee Poinsot. iin point \l di*< rivant une 


Tig. »i. 



surface 2 ^. el trois surfaces données (S), (S"), [uises 

comme siiffaces <le référence ( 
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ûi 

Con?ii(l<'*roiis I<*s normales M:r. My. menées *de M à 

ce» »urfae«*s (s’il existe |>liisieiirs normales menées de M à 
Tune des surfaees, (ni rlmisit Tune d’entre elle*s et on la suit 
par r oniiniiité; on peut toujours orienter celte normale). 

Soient r\ r\ les distanccN de M â ( S ). ( S'), (S" )comptées 
al^ébritjiiemeiit sur les normales orientées. 

I»rs(jm* M décrit la surfa<e si les surfac(*s (S), (S'), (S") 
sont cpjelconruies, les trois (jnantités r, /*', r^' ne sont pas 
indépeiidanti*s. Il existe entre elles une certaine relation 

I i ) y ' ' • ‘ ™ e. 


(pli jieut é(i-e consi(l4M’(‘‘*‘ comme une i^i'méralisation de* Técpia- 
tion cartésienne de la siirfact* ( ‘ ) ( c(‘lle~(‘i correspond au cas 
où S. S\ S" sont les trois faces d’un Iriédre trirerlanple ). 
H('M ipro(piement. si une telle» redation e‘xiste <‘ntre» /•, r\ r\ le 
pe»int M décrira (*n ^(uu'»ral une* surfae'e i. 

Supposons alors epie* M se eléplae;e» sur avec nn ce»rlain 

monv<»me»nt. Soit c sa vilesve à un instant donm*. 


i V) ''“il «’ii «’irrl V, SV) “ O il; //. r. \v riant l«*s roor- 

tl<>nn«‘« îNi I arlrsirniicH, imm (an^'ulairrs, <ir M. 

l.«’H (ti*«ta(i(0 r, i \ r" ( al^rliriqiies », <lr M à < S*, fS'), O”) vont 

I fom limis : 

^ /• / t //. %\ \v), 

(j) < /•' r'( I/, \\ SV 

f r r't ##, I'. SV* 


Icllrs «jur f'invrrn'ftn »ir?* <'(|uattoiis « jr > r>l au a‘un 

11 ( /*. f , f'" i 

poinl M«. |r «Irlrreninaiit f»>iu'tii»nn«*i -‘— -rst y. <> m M ein 

10 4#. V, sv • 

tirrra alor*» (4, s\ %v ru funrtioii 4I4’ r. r\ r\ ri v\\ portant «tans a’(#/. i’, o ». 
on aura I rqiiation (1) pour 

Au point M,, le vr« irur » rst normal à la surfarr r, / O/, e. sv). 


ou 4IV sUv 


l)(r. / . r' 
Dîii. V, %v 


o exprima* 


(uerallèle le S; il rst porl^ par Mj*. /.ci conaiitton 

donc afur /es nt)rmo/cs Xtjf*, M i*, Ms cî ( S », t S 1 S')/ 14 * sont pus dan» 
un même ptain. 
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D’après ce que l’on n vu plu» haut, les projeclions de e 
sur \!j“. M^r. Mc sriïil rôspeciivtMiionI les verteiifN «le mesun» 

tir ^ 

tif' TTf' lit' 


Si I on con>idêre sur M r. Mv. Mc. <l«‘s viM hMirs unitain^s 
► .-■> ♦ 

ff, n\ n\ on peiü tMiror«» «^erire 


,/r 

Jf 


fi 



r//* 

7/7 


r. /#' 1. 


Or, si nous (l«'•rivons r<*(|iia(ion ( i ). «ni Ton .siippos«‘ t\ r , / " 
n‘iii[>laeés par l^•llr vaI«Mir «‘ii f<»nclion «le /, on a iilt*iiti<|tKV 
inenl 

J/‘ <ir fif *tr tir* 

>h- ' <ll •>!■' ' < 7 f ‘h ’ ' ,/T 

ou encore 


on, en ineHiiiil i’ en fHCteur dans les produits scaliiires. 

/ ' \ àf' .)f V 'if \ , \ 

(il* (pii (‘xpriiin* qioî le vecl«Mir «* «*st perpendiculaire au vecteur 

: '>/; 






Ce vecteur n«* d«*pend (rvideiiiiiient pas de la <lirecti<ui de la 

vitesse c dans !«• plan tan^<uil «ui \f â i. I)«uic N «‘st perp<*ndi'' 
culaire à toutes les dir«*cti<ins du plan tancent. (/<*st doii<; un 
vecteur porU» par la normale en M à 

Nous aboutissous donc à la r<;^le dontnre par Poins«)f : 
Pour ronstruirr la normale en M à i, on fait la somme 
f^èomètrique de recteurs portas par M.r. M v. M -3 et ayant 
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frient pftur mes un* 


•If ^ 

*lr * fh ' 


//r' 




l.orHlUK* S, S\ S*" sniil liVN pLiiis oyz, ozx, oxy ou a /• rr: .r, 

, . • • I ^ I 

/' r - 2, oïl n;lroijv«' iiiii*'i m*n conijio‘'anle*' tiu 

\t;< l4Mir Honiiiil en i’onriloiiiiô<*s rrf:tîmmilairo>. Ltirsqne la 
sniiiiiK* 4le^ ^ vecU'urs i portés par Mx, M >', M.S, est 

iiiilh', on t*si fil prési'iicf (rime siti^ulantr tli* la Mirfart* 
f u\ /', v') U, II* \ ff(fiir noriiinl étant nul. On peut iitilisfr 
Cfll<* nnnanpH* «laiis la n*fhfrcli(* <l<‘s poiiitN on la foiirtioii 
/(/\ /', /") a \\\w mieur stafiannaire ( iiia\iinniii, iiiinininin 
on ( «il ) nn tri point M,, est éviiieiiiiiKMit l(‘l «pie la Mirface /* J 
/» ('•tant la val«*nr di* /* fn M„, pos-^rdf niif sirii^ularitè en M„. 
If Vf<U»nr normal flassi(nif l'Ianl mil. Pour (|iif <<• \4*rtfur 

normal soit mil il faut f! il Miflil ipif l<^> d Vf*Lionrs 
/V f' ^ f* ^ 

y' /r ^ aimit uihî soiiiiiif niilli»; « 'ivst «loin* aux poinK M„. 

annultint oi'lti* somuif,(|nf f aura um* vahnir stationnaiif : c'cst 
parmi imi\ «pi'oii rfidu*rrlifra If^ twtrema di* f. Ihi f\<‘m|)lf 
simplt* <lf <aMlf firfoiistam'f t»s| donm* par / r' r\ r, 

r\ r" étant \v^ di>laiU!rN df M a \ poiiiK iixfs \. H, Les 
miniiua <lf f smoni à chondifr parmi les points M„ où les 
\ i'r('/t*i4rs ifftilès dirif^és sui> ant M„ V. M,, H. * ont um* 
somnu' nulle, l ii tfl point M„esl é\ i<i(Mnmfnt dans le plan \BC 
A /\ ‘\ 

«•t les d anales \M,,IL (iM„A sont de i v.o". 

La mfllunlf de Poinsot »*xposée dan> li‘ <'as <|f I (‘^paee 


(M la iiii ltuntr rsl Vütaiùo ^.iiis Ir r.«s où Ton .nir.i n sui la* os »!<• r*'l' 
roiiro V,. .pour unr surfrtoo 1 (t^'<|nation 

/ i'‘,. . 

iiittis ator^ los (ti<.tani'os r,. r. .sont <ti‘A fonctions <!*> ro<»rtlonnécs 

rartè'*ioiinos 4|iii no sont plus ùntr'/H'mtmttes. 
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>*élend de suih» au cas du plan, en reinplavaiit le> {rui> 
Mirfaces S, S', S |>ar deux courbes C t‘t (7. el la surface i pat 
la courbe F lieu de M. 

Coiniiie exemple, con$triiisun> la normale à l ellipse eu un 
point M, Les courbes C el 17 seront ic i les fovers F el F' 
( OrienliUis FM el F'M, de F <*t F' vt*r> M. I7équa~ 

lion do rellip^'O est alors 

/' f\ c » /• f — '} ft Z. 

On a ici 

tfr <>/*' 

les deux V(‘cleiirs sont i^j;aii\. leur soiniiu* ^f‘oiuélia(]Ut* est 
dirigf'e suivant la bisseclrice d«*’> vec!(‘urs IM .1 F'M , <I(»U< 


Fig. 



suivant la bissectrice inh^rieun* de rau;;li* l'MF': ou relrouvc 
bien le résultat classi(|ue (’ ). 

Méthode de Hohf^rvaL - Dans ct*lle inélliO(le, cm con¬ 
sidère. comme pn'cédemmenl, un point M décrivant une sur¬ 
face* ï. d ’écpialion 

f < r. r\ r* i ~~ o, 

rapportée à trois surfacc*.s dt* référence. Si Ton peut connaître 


(*• Si l’on orif^ntait F .M <le F vers M, F'.M «le M vi:rs !•", V*fiuntinn clr 
t'ellipte serait r — r'— x<t — o, les v«Tieuri <omp<»wiiil» auraifrn! pour 
valeur algébrique i et — i et se confondraient avec les précédents. l/<*ri«'ii 
tattoii il#» FM rt F M n'a aucune influence sur le résultat. 


il* LIA 


& 
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APPLICATIONS DE LA COMPOSITION DES MOUVEMENTS ( suite ). 
METHODE DU THIÊDRB MOBILE. 


Méthode du trièdra mobile. - L«‘s n'*siihaiN 
Ir < lliii|iilrr III voiH nous jiru iiu'Un* (l’uxamincr nu problriiif 
i]ni s(» pos;iil :ni (’Juipiln* II. p;ir snilr ilps roiisidi-rîilions sui- 

Si ruti >(• (loiiiK* la lot du tiioiiviMurnt (1*1111 point M. sa 
vilcssi» (•>! Imcii dtdcrtiiiiuH* eu foiK lioii du Iciiips. Iiivcu'siuiu nt. 
si Tou SC doinu* (*ii foiK tioii du Iciiips les (toiuposautcs isit), 
M d(' la vilcss(‘ <^1111 point M, (‘xisti -t-il un iiioum*- 
nicnt dont la \it(*ssc ait ('onstaiiiiiHMil pour c»)m|>osantcs ces 
fouclioiis? 

On doit pouf ( (da cIicim lier des fonclious j\ > . - ilr /, telles 
(pu* 

' ;i « ^ N 

> f,\{ ( \ 

Z ;i. / ■. 

L(‘s coordonnées .1 , r, c- d(* M sont «loin* des priiiiitiv«*s de 
y,i. ('t sont parfaiteineiit dêl(*rininè(*s si Ton se donne 
leurs valeurs, c\vst-à-dire lu position du point M, pour une 
Videur particulière, /„, du Itunps /, 

liorstpron passe au inouvemeni d'un sv stèin»*, on a vu qu â 
cluujue instant les proj<»clious d(* la vitesse d iin point M 
queleonqut* du système, sur un Irièdre invariabbuneiit lié au 
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svslùme. sont données par 

\ ^ Z t \ . 

\ , - T, 9 A Jt Z, 

\ . .. ; . p i ,f r 

avec les notai h ms du (diapiln* II. 

Si le iri(»uveiui*iil <lu svslèiiu» e^l donné. Ir> i|n;miiléN 
(J. r son! >i\ luiK lions bien déierminérs du loiups /. Ou 
e.sl alors conduit a nc po>er la (|unsiion suixante : St\ iuMTsc* 
inenl. on sr (hoinr a priori si.i fi^nctinns du frrnps, rs(-il 
possible dr trnui rr un .vr.v/ème t n niuUi rrnrn t » p(*ur hujutd 
£. Ti, p, tp r soirnt r^ob s 0 ri‘s sir /onrf i(fn \ / 

C est relit* tpiesliou (pie nous allon^^ Iraih r a présenl. Nous 
supposerons de plus tpi tm '•e diuuie la posiiiim du Iriédit* 
luolnle S, à rinstani 

Itemartpions d'abord cpit* si prol)l<me adiin*! iiin* sutulion. 
le mouvt‘uienl de S, pai* rapporl au sxsième tb* ndVreiu'e sura 
indép(*ndaiil du Iriedn* li\(* choisi dans <•(* sxslèiiu*. Si Ion 
change (•(* liièdre, les formules donnant en fonelion du 
tem[>s les cotirdoimees d un point \I du sxsfrinc mobih* dans 
ee triédre, sfronl transformées par h‘s formules oi(bnain*s du 
rhangeiuent ti axes. 

Nous pouvons donc choisir arbilrairt*m(*nt h* tr iedri* lixe 
\lin de simplifier hîs calculs, nous le supposnous lcd (pi a 
l'instant /(,. il soif ronfondu (t\ rr Ir trirdi r S^, A ( ta instant, 
on a donc pour vah*urs initiales des éhuiienls du Iriedri* S, 




:: Y.. - - Tu (». 

- 

1 . 

i, -- II. 2 , 0 


0, 

1 . p , 0 

-, 

: : 11. 

1». 71, 


Il s'af^il de trouver ces (piantités en fonction <lu lem|is, a 
l aide de ces valeurs initiales et des six fonctions J. //, //. r. 
La déU*riiiination des cosinus direcl<»nrs. c'est-a-tlire des 
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vcclCMirs i, j. /,. lUî di'îpeiiU p;»». d<; r,. < ’esl-à-<lirf du mou- 

v<îfiM*iil de O. 

(Iiiii>i<léroiis donc un tricdiv équipolleiil au Iriédre 
iiioliiltî S,, niais d(î iiii>nie origini» O que le Iriédre fixe So^el 
rlierclions à délenniner son inoiiveinent. coniiaissanl les 
linijeelioHN/;, 7. rde son vecteur rotation ( Jig» La méthode 
s a ro/isister à déterminer le numremiait de S„ par rapport 
a ronnaissant />. //, r. 

Fig. ei. 



Nous |MHivoiis considérer que le niouveiiient de S„ pai* 
rapport a lui-iiiéme* <'’(*st-à-ilire le repos, *»si le inouvenient 

résultant des deux inoiivenuuits \ et ( )• 

Pour exprimer que la vitesse de tout point de S„ est nulle, 
il siillit d écrire (pie les extrémités I, J, K des vecteurs unités 
de n*stent tixe>. 

Or, les coordonnées de 1 par rapport à S'^ sont «i, j3,, y,, et 
la viti'sst* d(‘ I par rapport à S„ a pour «'omposantes sur 

^ -c — ^ I 7 V' é» • 

N , _ r is /»yt. 

\ Tl /*é‘ 7 ^1- 

En écrivant cpn* C(‘s trois quantités sont identi(|ueiiient 
iuill«*s, on voit que jt,. 3,, y, '^ont un svslènie de solutions du 
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svslème crèqualions dilîérenUullo 


tLr 

r y 

[ .n - 



) ''' " 

r- 

1 fiz 


\ d/ 

V ' 


Ku ôcrixaiil (jiH* lus piiinis J i*{ K rusli’iit iiiuiuihilus. t»n 
verrait <|uc { y 1 et («t, »leii\ autro 

<le solulioas (le> (*(jiiali(»ns (1 ). 

{\) est un sysifune <réc]iiation'' linéaires ; iiion eniuiiit «les 
hv|>olhèso> très géiiéiales sur />. i\ par evetiiple revislem »• 
(les clérivé(‘s f}\ r', un sait (|iie tout >vsti‘iue de ^olutiens 
d'un tel système il (•<pialitiiis (‘si déterminé d une luron nni<|ne 
j)tir ses valeur'^ initiales (Ihé‘oréiin‘ de (.iiueliN ). 

Doin* un voit (|iie les cosinus direetenrs sont delei inim> 
en fonctinn du li*in|>s, coiuiaissiint leurs Mdenrs inilialics, par 
1(* système ( 1 ). 

Si l'on revient alors an proldéme primitif, il reste enc<»re à 
déterminer le nionvmiieiit di* I ori^riiiO O du Iriedre iiiol>il(* S,. 
( >r. on a 


(ouniiieoii conuail l(‘s cosinus directeurs, on \oil cpi on aura 
\o, Y„, Z-o par (les (juadraiiires. 

Il resli* à iiiuntrer (jue les fonctions 3,.Y 

délerrniiiées restent lueii |>endant li* inouv (‘iiienl. I(‘s c(»sinus 
directeurs d’un Irièdre tri rectangle. 

('.eci résulte des propriétés du s\stèiiie dinércuilicd ( I ). 

Kii efl'et multiplions la première é<pialion [lar j\ (a 
d(‘ii\léine par v, la troisième par z, et ajoutons. Ou obtient 
l.a coinbinaisiui 

tLr fiy tiz 

r -*->'■ Z ' r 

* r// 



CHAPITKC IV. 


7 'i 

comiiiniuHou luU^jçrahlc (|tii <ioniie TiDlégrale première* 

4 II ) ./ --i- > ’ -t- Z* ^ 

Idiilt* Holiilioii <lt‘ (I > vèrilii* eloiii* (11). la conslante étinut 
ilèteriiiiiièr par l»**» valeurs initiales de . r, 

Kii parii<!iili(*i‘. eofiiiiie pour h* s\>lriiie . v<, on a 

eoitiiiie roiiditions iiiitialrs 

at 1 - I , >1 - O. V , : <». 

i ht «'Il déduit ipM* res Irois loiictioiis satislont a la relation 
a ; yi 7 ? I. 

( )ii \<)il de iiiriur (pje 



(’.ousidénuis deux sidtilioiis ind(’‘peiidaut(*s (x, >*, z). 

i , » I, zi) de ( I ). On a 

. 1?-4 I roiiHl., J*J 2 ï — (‘onsl. 

Di* plus, i oinmi* { I) est linéaire. 

I A./' I, )■ A' I <, ^ -t- A Z \ 

où A est une eoiistanle. est eneon* une solution. Donc*, on a 
aussi 

< ^ A J‘I t* "H ( V "f" A' i‘i '4- « Z *t“ A VI r roiisl, 

et, d’après li»s relations précédentes, en «‘loppaul < l'IU* 
égalité, on a 

111» ./.r t -H » r,J, ™ . 

Doue lieux solutions indépendanti*s. et il'ailleuis qut‘l- 
i'onques. d(* (I). vérilieiit (111), La ei>nslanle est déti*rnnnée 
par lt»s valeurs iniliali*s. 

Si Ton prenil en particulier, coinine solutions, ( ji,, ^3,, 7 , ) 
il'iine part, .âj. de Tautre, on voit, avec Jes valeurs 



applications de la composition des mouvements suite ‘ -3 

initiales de ces fcmclinns. (ju t^ii a (Utn^iaininent 

2)2.-^- 3- 7 - : 

♦ >n v<iil de même i|ue 

2,a,.-- v.v, O. 

2:2, - 4 - V 'j, M. 

Nous v^lVon^ dnru' (|ue les neuf ltnielion> 7|, i,.* i 

von! bien les direcimirs d'iiii liiètlre Irirrc Lui^li*. 

2, 2 . 2 

1^* dêltM iilinaiit A v nin* foiH tion eonlimn' 

1 V’ V- V- 

de / eonniie les y. p. ***• d e^t aussi êj;al a db. i . c*ai' l<'s imis 
veeleiirs qui le dêlermiiienl soiil unitaires et nrllu»j»f>nau\d»‘u\ 
a deux ; la coiitinuilê Toblijie à ri'sler êj;al a v;, valiuir initiah* 
qui est • I . 

Kidin il est aisé» de Nêrilirr que la rotation s)du irii*drc formé 
j)ar les trois vertenrs /(a, i. y ( . K 

ldf*n les eoiiqjosantes y>, y. r. »'Ur aXs or. or. Il suflit |>(uir 

e.ela dr rappeler (pu* Irv euiiiposaiitt»>H de s» ^onl : 

Nor o r : 

j\k^ ;i, V, • 3,7, * V/; ; 

sur ov : 

■ k\ ' V, 2, . 7,2. ^ 7:, 2,; 

sur or : 

' ê.7 2, 3 , - 2, . 2', fi;,: 

o\pre^Nlon> cpii. 1 miiplt* l»*iiu <lii sieine ^lillêreiiliel qiir Nt'*ri 

lient (yx,. 3,. 7 , l. ( jc,. 3 .. 7 . i. t 5!,* 3 .. 7,)' rêduisenl â/>. 7. r, 
f)n |»ent >e servir de la propriété ( Il ) |iour pouiMiiNre Tinté- 
^^ralion du >lêuu‘ ( I k 

(a>niiue le s> oléine (I ) «‘st linéaire, on pmil toujours, en 

iiiultipliant ,/ . ^ par de> eoiislaiites eonvenaldeineiit cdioisies, 

n<* (‘onsiderer que le'* 'solutions ‘*atisfai'*anl |>ar «‘Xomple a 

. IV » / * - 7 ‘ - 


t. 




CHAFITftE iV. 


7 « 

Coffiitie «n connaît Y'^, Z^, on a de suite X», Yo. Z* par des 
quadratures. 

Pour trouver les cosinus directeurs de S,, on projette sur 
le iriêdre fixe les relations vectorielles 

/ ' to . / , f .. OJ .y. /' ™ CJ, 

l-ii première donne par projeclion les trois équations 

^ i, #yi a.; / , i.. 

< r ) ïy r» a» px 2 .. 

/ a . 2, Y, 2,. 

et Ton \oil aiséiiiioit (pn* (â,. , ) e! (y,, 7... 7,) vérifient 

également le svslêine ( T ). 

(le srroiid système diHVrciUiid que vérifient les neuf cosinus 
t»’est autre (|ue ce (m'oii appelle, dans la théorie des é(pialioiis 
diflVoentitdles, le .v>'.vfè/ne adjoinf du srstèntf^ (I ) (‘ ). l/inté- 
giation du système (T), cpii a lu même forme <pje ( I ). se fera 
coiiiiiie pour a* d<*ruier. 


Applications géométriques de la méthode dutrièdre mobile. 

— Iaüs résultats précédents permettent d’appliquer à Tétude 
d’une courbe ou d’une surface les résultats (dileims dans 
l’étude de la cinématique du corps solide; il suffit, comme 
l’ont fait llibaucoiir et Darboux, d’attacher à la c ourbe ou à la 
surface un Iriédre nudnie coiiveiiableiiieiU choisi. 

Nous allons développer celte méthode dans le cas des 
conrbc‘s. Ccnisidérons (Jiff. a;) une courbe gauche C, et le 

trièdre de Fnmel MTNB attaché à mi point M de celle courbe. 
> » 

Soient /, /i, h les vecteurs unitaires de ce trièdre. 

Si l’on suppose epu» le point M décrit la courbe ( 1 avec une 
vitesse égale à 1, r’esl-i\-dire suivant la loi / (en choisis¬ 
sant convenablement l’origine des arcs sur G), le trièdre de* 
F rend a un c'erlain mouvi^iiieiit que nous allons dclerminei*. 


( * ) *\ o&i cptioi) |»K*h i|u«* €/. f , rciiipliirt'H par p , tf , r, 
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Par hypothèse, od a d’abord 

c = I , Tj O. ; == U. 

D’autre part, les forimiles de FrtMiel s’écrivent, sous foriiie 
vectorielle, 

* 

dt n 
ds ^ T\' 

dh n 

dt ^ T ’ 


dti 

ds 


it r ’ 


K et T étant les rayons de coiirl)ure et de torsion de la courlie. 

Vig, 37 



Iriêdre, on a, piiixjiie l’arc est éfî;al au temps, 


> 

dt 

dt 

dh 

fit 

dh 


*•). f. 


M . , 


Donc on a les formules 


#♦ 1 . t. 




t b > 

h ' “ t " 



7^ 


CHAPlTftE VI. 


deux preiiiif^rcs formules montrent que G) est perpendicu¬ 
laire a /I, donc 7 o, et l’on a 

> > ^ 
ut =r p.t r.fj. 

Si Ton porte alors cetle valeur dans les deux premières rela- 
lions précédentes, il vient 


^/Kt.f ^r.h.t ^r.h.t. 



a ^ ♦ 

,y. /*,//.// =1: P. t » fi, 

et, cmiiine 

•;V • — y. » 

n riZ h.t rzi - t.fi. 

on a 

■V 

n > 

ïï = ' 




n 

J 


Donc les coinposniites de g» sur le Irièdre de Frenel s<»nt 

y:=o. ,=i. 

HéciprO(|ueti)ent, si 1 on a un trièdre mobile pour lecpiel 

; I , r, ™ O. ÎJ O, tj — <», 

It» Irièdre est le trièdre de Frenet de la Irajecloire de son ori¬ 
gine, et les ravons de courbure et de lt>rsiion de celle trajec¬ 
toire sont donnés par 



Le calcul pn^cédent montre que. si Ton considère un 
point F, de coonlonnées x, z |>ar rapport au trièdre de 
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Freoet (le poiot pouvant d^ailleurs être mobile par rapport au 
Irièdre), les composantes de sa vitesse absolue sur le irièdre 


de Frenet sont 





tir 

iix 


V r - \^qz 

— ' J J 

fis 

^ - 4 - 1 - 

fis 

R’ 


fi y 

fi\ J 

- 

\ y = t, rx 

lis 

^ 

T ^ 


.iz 

fiz » 


\ py 


fis r 



Ces formules periuellent de Iruiler tiii eerlain iiombrt^ «le 
problèmes relatifs aux rourbes gaurlu*s. 

r‘ TroHK'cr la raractensiû/nt* du phnt normal. Si 
Tou considère un point P qui se d«'‘place «*n r«‘slanl toiij«»nrs 
sur la (*ara(!lèrisli(jue du plan iiormaL i‘’«»sl>à~<lin‘ en reslanl 
sur la surface enveloppt' «lu plan mMiiial. sa vitesse est à 
chaque instant .sitii('*u «lans h* plan iiormaL r<’M:ipro(ptement. 
i*wXprimons donc «ju'on a r <> et N .,. <♦. < «pii s«» r«'*<luit à 



La droit<‘ caraclèristicpie «lu plan n«irmal (*st «l«mc la paral¬ 
lèle à la binormale mernh» par \o « entre «h» courbure, c’esi- 
à-(lir«* la droite polair«*. 

>/’ Développées des rourbes gauches, — (Uierchoiis si Ton 
peut faire varier avec le point M une des normales MP à la 
courbe, suivant une loi telle qu elle envelojipe une courb«*. Si 
c^est possible, soit P le point de contact de MP et de son 
enveloppe. La vitesse aboliie du point I* doit «Mre dirijrèe 
suivant MP, et réciproquement. 

Comme I’ est dans le plan normal, on «loit a\oir 

V Z 


X = O, 


«> 
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Ho 


c’esl-à-din* d’abord i ~ o; le point P est sur la droite 

polaire. 

Puis 

.* - J. f 


ou, eu eiiiissaul les ilénoiniiiuteiirs, 

ffz tir » - 


ou 


r/jf f/.« I 

V tiz Z dv ils 




ee qui s iiitéfjre de Huitf, cjir ou peut IVîcrin 

ils 


d’ 


il ^ iirc iioifi 
Ml 

Z /* ils 

iin laii- -- I .J. 

Si roii ap[)elle v l’aii^le di» MN (»l de MP, ou a 


I 

/* ils 


Z niT lioi" « fl An |>n»^ •. 

I )oiir 

-=,/'î- 

On voit pur res diMii exeiiiples que la méthode cinématique 
conduit à des calculs plus simples en général (pu* ceux aiixcpiels 
ou arrive» par la méthode analytique. On trouv<»ra, dans les 
Acfo/iA* de Darboux, de nombreuses applications de celle 
méthode à la thém ie des courbes et des surfaces. 




CHAIITBE V. 

ËTODE APPROFORDiE OU MODTEHENT O'UN CORPS SOLIDE. 


Les nVsullnls ^êaérauv que nous aviai'* ohleniis an (iha- 
pilre II sont relalifs à Pélude des |>r<»|)ri(‘h’*s iti(I('*n'nlielles iln 
iiioiJveriK'til (rnii ('orp^ solide. Dans et* ('diapiire. nous alltnis, 
en nous appnvant sur ees résultats et sur (>l»l(*niis aiii; 

(diapilres III et l\\ (‘tiidit r lt»s propriétés fini<*s de et* imniNe- 
ment. 

(]elt<* élude fait inl(*rvcnir (riniporlanl<*s ttoti<»n*« j;<Mimé' 
Iritpies, qui seront plein4*ni(*nt mises en Inmien* par la euiisi- 
dération <lc* <leu\ cas paiiictiliers très tuip(»rtants : le cas ou 
un plan du solide f^lisse sur un plan t*t le cas (ui h* solide* 

a un point (i\t*. 

PRKMIKHK PARTI K. 

Mouvement d*une figure plane. 

Lorstni'iin plan 11 du corps glisse sur liii-niénie. tous les 
pians du soütlt* paralléitvs à II glissent n»speclivement sur t/iix- 
iiiéifies. La Irajecloin* tl un |>t>int VI tpielconqin* du <*t)rps se 

détliiit par In translation mM tie celle d«* sa projet^tifui m 
sur II. Il suffit donc d’edmlier le iiioiivemeni des |M)itils tie IL 

Nous prendrons comme triédre fixe un iriètln* OXV/, 
dont le plan des XOV sera le plan fixe 11*, sur lequt*l glisse le 
plan II. Le triédre inolule ojrv;; sera un Iriédre dont le f»IaiJ 
des .rot est confondu avec le plan IL Les tlenx triédres ont 
donc même direction pour l’axe O;; et l’axe oz ( /iff. aH). 

« 


JIXIA 
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Si 

La position du tri<*dre itiobüe par rapport au trît^dre fixe est 
délcriiûu<'*<* par la position des axes jroi' par rapport à XO^. 
Os fixes sont déterminés par les coordonnées \„. Y„ <le o par 

fig »8. 



rapport à \()\ , ei pur rniigle 0 - . ( ()X, oa ). Ln point M du 
plan II, «lonl l(‘s coordonnées par rapport à ox\ sont (j\ y) 
aura p<iur coonlonnées par rapport aux axes lixes 

\ ^ \„ -4- .r cosO ~ y si II 0. 

Y Y O -4- si II 0 -4- V rosO. 

V. Propriétéi du premier ordre. Vitesses. Trajectoires. — 

Soient rj, Ç les eoinposantes de la vitesse de o; />, q, r celles 
de la rotation instantanée de oxrz^ sur ers axes oxyz. L<*s 
(‘oniposantes sur oxyz do la vitesse d’un point M (pielconqiie 
du corps sont données par les foriiniles classi(|ijes 

\ == ; -4- </ 5 — r y \ 

\\ Ti -4- rx — /> 5. 

' 5 — ^ -4- P y — 9 jr. 

(éOniiiie : o qiiid que soit le point M, on a ideutiqueinenl 

o. P ^ o, </ O 

et les composantes de la vitesse de M sur les axes mobiles 




ÉTUDE APPROFONDIE DU MOUVEMENT D UN CORPS SOUDE. 

jionl donc 

Vx= 5 - r 

\ \ =: Tj -H rj\ 

\ , z=: O 


OU. puisque ici rfj». en clésignniit par f.» le \ecleur rotalioiK 


< i < 

ou U d’ailleurs 


N r = ; — <•» V. 

V. II. 


C»» ^ 


i/o 
iT/ ’ 


L(‘s composantes de la vilessi* dt» M sur les axes lises seront 

0 '( ^ - V„ I V. \;, M, V ™ N « K 

^ ^ \ JJ — 0 i \ —— \ P j \ y - 4 “ Cl) ( V — \ I. 

On \oil que le Neeleur \ vil(‘ss<‘ de o, et le vecleur rota¬ 

tion <âj sont rectangulaires. Ia» moiiviuiient instantaiu** est donc 
toujours une rot^Oiou^ sauf dans le cas où m o, aiupiel cas 
le mouvement iiistaiilanù est une translation. 

Nous écarterons ce cas, et nous supfHfS(*n)ns (oujours^ snu/ 
fu is rontniire, que fo o. 

(iherchons alors l’axe instantané de rotation. ( 7 est évidem- 

ment une droite parallèle ù w, c%*st-â-*dire perpcmdiculaire au 
plan II. 

Soit 1 sa trace sur le plan II. (le point est déterminé par la 
condition que sa vitesse est nulle à l’instant/. Si Xi, V| sont 
les coordonnées de I par rapport aux axes mobiles, celte con¬ 
dition s’éi rit 

Ç — i.i r, = O, 

T, -f- 10 jr J ^ c» ; 



' » ) 



Hi 
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Dan<» le Msléitie d'axes fixes, les coordonn('*es X,. Y| de I 
soûl déleriîiiiukîs par la même condition, qui s’écrit 


» 


i \, \,.=~ 

1 w 


I' 


I Y <1 ~ 



<•1 


D'apre’vs h*s propriélé.s du mou veinent langenl de rotai ion, 
la vitesse de tout point \1 du plan imdiile est |>erp<*ndictiiaire 
à la droite Ml. (^<*>1 d'ailleurs immédiat aualvtic|uement, 
piiisqu’eii n*m|)laeuut, dans In formule ( i ), £ et par leurs 
valeurs tintes d(» ( *>. ). on a 

N r - . m( > - ) , t. 

\ ^ M( .r .r, I. 

Doue, les normales aux trajectoires de tous les points dt» la 
figure à T instant t passent par \v point I ( ' ). 

Le point 1 est appelé cenlrr inslantanè dr vohttion à l'ins¬ 
tant /. I^a propriété gétunélriqiie <|tti précédé c<uiduit à se 
demander si le point I est intlépiuidaul de la loi du mou\e- 
iiient de o.re en fonction du temps, e\‘st-à-dire s'il ne eliaiige 
|)as lorsque* tous les points ilu corps décrive»nl les mêmes Ira- 
jectoinvs, mais ave'c’ des vitesses diflérentes. Cela revient à 
changer la loi (|ui fait dépendre* 9 du temps, sans changer h*s 
n»lations entre et 0, relations (ju’on (détient en éliminant 
le Ivmips entre les expressions de ces trois (|uanlités. 

Il en est bien ainsi. Kn ell'el, si dans la relation 
on fait un chang<*iuent de variable t = les formules (.V) 


(*) Lor^quo w . o I»* iiiouvciiieiit tAngnit esl une translation, !!•> n<»r- 
tnaleti vont concourir en un point à l'infini. Noim <iisons que 1 est à l'infint 
tlwni la direction de ces nonnale». 

(') Cela équivaut il cloinger IVxpression de 6 en fonction du Icnip'». 
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ne changent pas. car 

>j» = 
cü du 

7 u 


f/Vn 

du 


cl de même 


• 0 
M 


d\.. 

f/0 ‘ 


\oiis venons de trouver une proprieii» eoiiiniiine «iiv //vi- 
jectoires de ions les points de la (igun» mobile. ( lorrélalivt»- 
incnl« (Htidions le inouveiiieni d'iitie ( oiirlx* (r ) invurinbbuneiit 
liée, à la ligure mobile. 

I^îi surcession des positions tli‘ relit* courbe dans le plan 
lîie, l(»rsquc le plan mobile se dt^plaet*. forme une famille de 
courbes, ayant une enveloppe ((1). ('dierchons à délerminer à 
riulanl l, les points curactcrislifpies dt* la coiirlx; (r), c'est- 
à-dire les points où (r) touche son t*nvel(q»pe (( 1 ). Soit //< un 
de ces points (//a'. b Lorsque b* plan mol>il<* se dc'qdart*. 





le point caiiicléristi(|ue tn st* d/îplace sur la courbe in) en 
gênt»ral. D’autre jiart, le point .se tiéplart* aussi sur la ctiurlx* 
tmveloppe (Cl), l^t» inoiivemeiit ilu point ni sur ((î) tîst h* 
mouvement absolu de ce point dan.s le plan fixe. Il r<*sult<* de 
la composition du mouvement de rn sur (c) (mouvement 
ndalif) et du iiioiivemeut de (c), c*<‘.st-à-dire du inoiiveiiient 
de la figure mobile (mouvement d’entraînement). Dont; la 
vitesse absolue de m est ('•gale à la somme gt^oriK'îlriqiie de sa 
vitesse relative et de sa vitesse d’entraînement. Mais la vitesse 
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ab<»oliie \C di* fn est portée par la tangente en m à (C); sa 

- P- 

vile^sf relative VV e)*l portée par la langenle en ni à (c). 

—>■ 

taomme ((]) et (c) sont tangentes en m, V^, et V> sont ^enx 
vecteurs portés par une même droite. Donc, leur diflérence 

géométrique, c’est-à-dire la viu*sse d’entraînement \> estaussi 

—P- 

portée par la tangente commune à (c ) et (C). Mais est la 
vitesse* d’un point M <lu plan mobile* coïncieiant à l’instant / 

avec* ni. Donc In /u'rpcndiculaire à \ e en m, e'e&l-à-dire la 
normale, commune à (r) et (C). passe par le centre instan¬ 
tané de rotation I. 

— p. — ► ► — p. 

On a supposé \ \ , ; si V,, o, le pe>iut m est 

confondu uve*c I. De toute manière, la normale commune 
passe encore par I. Héciproquememt, si m est le pied d'une 
normale abaissée* de I sur (r), le raisonnement précédent 
repris en sens inverse me>utre que m est un point (.*aractéris- 
tique de (r). 

Le raisonneMiient s’étend aussi au cas e>ri cü étant nul, I est à 
rinfini dans tim* certaine direction : la normah* à (c) en m 
flevra être parallèle à cette direction. 

Si Ton considère le mouvement in\<»rse du mouvenH‘ut 
donné, c’est-à-dire le mouvement de \OY par rapport à xo\\ 
on sait que le centre instantané de rotation ne change pas. 
La courbe ((]) a alors comme enveloppe la courbe (c). (C) et 
(c) sont a|)pelés profils conjugués. 

Rappelons la délinition du roulement d une courbe sur 
une autre. Soient r, une courbe fixe, r.j une courbe mobile de 
forme invariable, ces deux courbes étant supposées orientées. 
On dit que roule sur C| lorsque ù chaque instant les deux 
courbes sont tangentes en un p<iinl I, les deux demi-tangentes 
positives coïncidant, et lorsque de plus, en appelant 5, et 5 , 
les abscisses curvilignes de 1 sur C| et c^; on a 

i, — $* -.xs. const. 




éTUDK APPROFONDIE DU MOUVEMENT D'UN CORPS SOtlDE. 


«7 


Celle définilion élanl rappelt^N en général leî> courbes {r) 
cl (C) ne roulent pas Tune sur l'autre. Orienlons en eflel ces 
courbes de façon que les demi-tangentes positives coïncident. 
Si ^ et S sont les abscisses curvilignes du |M>int de contact m 
sur (c) et (C) respectivement. les mesures de la vitesse absolue 
et de la vitesse relative de m sur la direction des dtuni-ian- 
genles positives sont 




fis . fis 
TTt" 


l)on(' on a 


donc 


tis fis 
TTt ^ fit " ' ' 


<•». I \i 


{ an >igne ); 


( S ^ > • <» 

fit 


si Im c\?sl-ù-dire si le point I u'tvst pas t»ii tu. Donc il 

ii\ a pas en général nndeiiMMil de ( <') sur (C ). Il n’tMi sérail 
ainsi que si I était constamment en m { ’ ). 

i e*ci nous conduit alors à envisager le cas où I est ( oiistani' 
iiieiil en tu, «•’esl-à-dire à <!onsidérer le lieu d(‘ I dans le plan 
\()Y <*t <lans le plan xo)\ 

Le point 1 varie en général dans le plan mobile; soit 1,,, la 
courbe qu'il <lécril dans ce plan. U est aussi mobile par rapport 
au plan fixe. Soit ly- la courbe quNI décrit «lans (e plan. Les 
raisonnements précédents iiiontreiit : 

I*" qui* \,n a pour enveloppe \f puis(|ue i»au point I; 

que Lu roule sur \f. 


('I Si M s'annule pour une valeur de t sans <|uc V,. s’aniiul«% I es! à 
t'iiidni mais on a toujours — « ) " / o ; si \\, s'annule alors 

(i 

polir t " 011 a ff *•* ***^ saurait s'aiinulrr en niêiiir 

temps que \\ pour tout rar II r**slerail alors immobile par rapport à 11 ^. 
Si l'on a conUammcnl w “ o, \ o. i est toujours à rinlitti, b* moior 

ment ) est une translation : il n'y a plus ni baie ni roulantf. 
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On voit ijoitf! qirû tout ffHMivcMiK*iil (1^111 plan Mir un plan 
(II* iitutnrfiiiuil <!<• Ininsiliilion eicvpU^) correspondcnl deux 
cuiirlirs nuilaiil Tunr >iir raiiire; rériproqueiiienl. la donnée 
<lc ee** dtMix coiirhes v\ de leur posilion initiale définit coinpié* 
teinent la MiecMvssiou ^éoiiiélriqiie de^ positions du plan 
iiiuhile; pcMir définir, dr* plus leur Miccessiun dans le temps, 
il fmil en outre ne d(»nner |)ar exempli* Tabscisse curviligne 
de I Mir rime d(»s roiirlies ou 0 ^*** fonetion du tcunps. 

1 / s’apiielli» la hast* du niouveineiit. 1 ,„ la ntulante. La Ira- 
jeeloire d’un p<iinl (|nt‘leon(|tie <lu plan mobib* «‘.si une rôti- 
Irttr. 

Loi'sqiron pas>e du iiiou\eiiient direct jj ) mouvement 

inveisr I m» eliîing<* pas, iiiiiis la luoivclle l»ase est 

la nouvelle roulante est 1^. les deux vit(vss(\s aiigulainvs instan- 
laiH*es '»>, oi fti sont opposét^s ',», r,). 

Si dans Ir iiioiiv(un(*nt din^et I ^‘) avait pour envt*- 

loppe {(]), tlans lo niniiv ement inverse (^^*i*j**)' ( ^ aura pour 

enveloppe ( r >, Kn paiiimdier. si (r) s«‘ réduit à un point M, 

((i) est la roulette de M dans le mouveiinmt ( ) Dans le 

mouvement invers<*, {{]) île llo pass(*ra par un point M de II, 
invariable par rapport à IL La normab* à (C) en M passait 

par 1 dans le mouvement direct ^ on en déduit la pr<qH>- 
sition corrélative suivante, par la considération du mouvemenl 
invtuse : St dans un mottrrnirnf phtn sur plttn une 

rourhr [(V) dr II,, pnssr par un point M tnvariablr dans II, 
la nortnah* à {(]) rn M passr par /e rrnfrr instantané de 
rotation. 

Si au lieu de se born<*r au mouvement de II par rapport à IL 
«ui envisage le mouv<uiient du t'orps solide S lié à H par 
rapport à l'espace S„ lié à II,,, on voit qu'il faut considérer les 
«leux cylindres dont L et L„ sont les sections dnutes i cvlindre 
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base et cyliodre roulant* le nioiiveiiiciit iiiNlanlnné !»era une 
rotation autour de la gcnéralriee de contact lo ile «'es deux 
cylindres. 

AppLic%Tt«>ys FT EXEMPLES SIMPLES. — Les n^ullats prècê- 
dents inoiîlnînt «jue l<*s |>ropri«H«‘s j'«W)in«^tri(ju«vs essentielles 
du inouveinenl ne d«**pend«'nl «pie des Irajtuioin^s des points 
du plaii mobile, «*t non pas «le la luanii're dont ces trajecl«Mn‘s 
sont parc(»unies. Pour dc'îlerminer le iiion\emt*ni au point di* 
vue géométricjue, il suflira par e\enipl«* d«‘ se diuiiu'r l<‘s 
trajectoires «le deux points du plan, ou bien les enveloppes <l<‘ 
deux courbes, ou encore la trajectoin* «run point ««t l’eiiveloppi* 
d’une courbe. (3n en <l«'‘duira la base et la roulante. Nous 
allons donner (|uelques ex«Mnpl<vs simples «b* prubb’Miu's «b» cett«» 
nature. 

1“ Deiu: points de la Jif^ure mobile dènieent deuj 
dnntes du plan fioce. - Kcarl<ins b» « as «)ti b‘s «leux «Imites 


Kig. h>. 



sont parallèles; b* mouvement serait alors une liaiislaiioii. 
Soient «lon«.‘ ox, oy les droil<*s lixes que décrivent b*s points 
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a et A de la Jîgure iiiobiU* 3o). ab est donc une longueur 
constiiute, soitaA L 

I.»e point a d/»rrivîuil ox. In normale en a à ox passe par le 
centre instnnUiné I. De in<^tiie pour la normale en b à oy* I est 
donc à riniersection de ces deux droites. Si Ton considère le 
cercle circonscrit au triangle oaA, I est donc le point dininè- 
tralefii(*iit opposé â o sur ce cercle. 

Mais, SI i on pose .coj'- a, on sait que le diamètre du 
ci'rcle (uib est éeal à Donc 

^ sina 

, / 

o\ - :=: COflftl. 

sttia 

ta‘< i Iiionlre (|uc, dans le plan lixe, 1 décrit le cercle (C) de 
centre o et di» rayon -J—* (Test la base du mouvement, 

SOI a 

I) autre part, si Tou considère comme faisant |)ar(ie <le la 
ligure iiiohih» le cercle oaby de grandeur constante (* K comme 
le point I est toujours sur ce cercle, c\‘st la roulante du mou¬ 
vement, Sfûl (c) r(* cerch*, de rayon moitié du ravoii du 
cercle (C). 

Ifn (loiiil (iiielcoiique m de In roulante décrit un segment 
lie droite passant par o, car la normale en m à sa trajectoire 
passant par I, la tangente passe constamment par o. 

Kii particulier» deux points, met m\ diainélralemeut opposés 
sur (r), décrivent des droites rec tangulaires oX et o Y. Comme 
les points ni et rn sont devs points licls à la figure mobile, la 
longueur mm'est ccuistanlc*. ell'cui voit qu'on peut considérer 
le mouvement cHuiime engendré par un segment de longueur 
fixe dont les c*\trémités se déplacent sur deux droites rectan¬ 
gulaires fixes oX et . 

De celte géiiératiou, il résulte qu'un point qindconque de 
la ligure' mobile deVrit une ellipse de centre o. 


C) Le »<'giiient ab fait *»vrc le reisir anb r«in|!tf* a en a et en b. Il r»i 
invariiihlement tif à ce rerclr. 
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Daas le inoiivoinenl inverse, le cercle (C) roule sur un 
cercle (c) de ravou moMié qu'il contient: tout diamètre lié nu 
cercle (C) passe alors par un point invariable du cereb» (cK 

Déplacement du repère rectangulaire mobile d'une 
courbe plane (C ), — Soit une courbe plane (C), o un point 
mobile sur ci'tte courbe ( 3 i ). la» re|H»re ïb» cette ( ourlu» 


Fig. 3i. 



au point o est formé par la demi-^tan^ente |>ositiM» or (»t la 

deiiu-normale nx obtenue en busaiit tourner o\ de - ~ autour 

• > 

de O ((»n ajoutant la perpendiculaire au plan de la courbe 
en O, on a le triédn* de Freiiet). 

Lorsque le point o se «lèplace sur la couibe ((]) le repère 
atachè en o pieiid un C4*rlaiii mou veinent <|ir4»n se propo'^e 
d’étudier. 

Ix» point o décrivant la courbi» (C). b* cenlie instantané I se 
trouve sur la normale en o à (-, c est-à-dire sur o r. (^oniitie 
ox est une droite liée au plan mobile, c’est la roulante du 
mouvement. 

De plus, lorsque o varie, la droiu* or <*nvelo(>pe la ilèvi»- 
loppée de (C); soit (F) celle courbe. Comme le centre instan¬ 
tané se trouve sur la normale à ox iin*née |)ar le point ou ox 
touche (F), et puisqu’il est sur ox, il est confondu avec le 
point de contact <le ox et de (F). Donc (F) est la base du 
mouvement. 
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On voit donc qu^on oblioiil le résultat suivant : /a normale 
roule Jtur la développée {* ). 

On peut encore dire que si Ton considère la courbe (F), et 
une de sas tan^enU»s qui roule sur elle, le lieu d’un point 
citielconqiie de celle lang^enlc est une développante de (F). 

Km considérant le inoiiveiiKuit inverse du mouvement pré- 
C4Mlent, la propriété précédeiih* s’énonce ainsi : Si Ton con¬ 
sidère une courbe (F) rpii roule sur une droite A, toutes les 
dévtfloppanles de (F) pas^enl par des p<jinls fixes de A. » 

.1’ ( ' nuire parallélogramme articulé. - (Considérons un 


Fîk. 3j. 



»piadrilatère concave AIKCI), dont l<»s céiés opposés sont 
«‘paux «leux à deux ), 

NB Ch ^ a. 

\h Bi: ^ h. 

l u tel quadrilatère s'appelle contre-parallélogramme. 


(’) Ka orieiilaiU V « U * façon qur sa ilenii-tangriitc positivr soir Ix , en 
appelant 9 1 abscisse curviligne <le I sur F , et B la valeur algébrique de OÎ * 
ravoii de courbure de (('.), Ir roulement s'exprime par la relation diflTt ' ren * 
lielle classique d 9 ^/ B . 
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Supposons qii aux soiiimeU de ce con(rt*~paralléiograiiitiie >e 
Iroiivenl des arlictilalions periiieUaiit aiii vMiSs aboutissant à 
un même soiiim<»l de ioriiier nii angle de graiicltuir arliitniinv, 
Si Ton lixe deux des soiiiiiiel>, A et B par extunple, le svslèiiie 
forme par les trois tige> BC, (^l), l) \ dépend d’iiii paraiiièire. 
Si Ton donne à l unt* un certain inotiveinent, il en ivsull<* 
|>oiir le> denv autres ilivs motiventeiils bien délerininés. Kn 
particulier, le point C ilécrit un cercle dt» ccuitre B et de 
ravon />. la* |aiiul I) décril un cercle de» ceiiire \ et de* 
rajon b. On peut dcuic c’iicore c‘onsid('*n*r b* niouveinenl de(!l) 
coinnie le inouvemc'nt d uii s(*gim‘nl de longueur (t dont leN 
deux extrc^iuilés décriv^nl les <b‘n\ c't‘r*c“lrs pr('M‘éd<*nl’«. (lliei- 
clioiis la roulante* et la base de c r iiiuiiN (*Mient. 

la* cenli'e instantané I (*st à la n*iM’onlie des nof iiiab*s rn ( \ 
<*t 1) aux <b*ux (:<*r. Ies. (''est-àHlire au point de* concours des 
droil(*s Al) et BC. Si 1 *oii siipposi* fi /;. I s<‘ irouM* edéclixc*- 
ineiit sur b*" s<‘giih*nl'' \l) c*t B(l. Mc'uons \(1 cl Bl). L(*s 
triangles A(d) c‘l \B(1 '‘Oiit égaux, donc \l(. <‘s| un triangle* 
isoscéb*. I)(*m<*ine BII) e^t isoscéle. I )onc la ligure «‘st s> uu'*- 
tri(|ue par rapport à la droite TF. bissectrice (b* l’angb* MO. 
On a donc 

I \ 4- II; Z I \ *111 N h //. 

<*e rpii montre <jut‘, dans b* plan lixe, I décrit une* ellip'^c* d«* 
fovers \ <*1 B. I)^lilleurs, la tang<*iil«* en I à c'ctlcî ellipse est In 
droite IT. 

Oe iiiéiiu*, on .1 

h: ^ II» ^ i<: -4- IH -Z lie: z.: />. 

Donc, dans b* plan mobile, le point I décril une ellipse* égale 
à In pn'*cédenl(*. et symétrique à chaque instant de* cedle-ci 
par rapport à la tangente commune* IT. De»nc le mou veinent 
est obtenu en faisant reiiiler ruiie* sur Faulre deux ellipses 
égales, de* fae;on qu’elles resUml constainiiient .symétriques 
par rapport à leur tangente commune; il suffît d’ailb*ijrs pour 
cela qu’elles vérifient celte condition a l’instant initial. 
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Si Ton avait a > b, on verrait aisément que la roulante et 
la hase sont alors des hyperboles sj^mélriqiies par rapport a 
leur Uingente coiiumine. 

f ’ ilnr droite du plan mobile a pour enveloppe un cercle. 
Un point de la droite décrit une tangente Jijue au cercle. 
Soient X la droite mobile, F le cercle fixe de centre O. D la 
taugenU; fixe à cv cercle, A son point de contact (/ig* 33). 
.Sui<*nt H le point d<* A décrivant I), C le point où A touche F. 
Le centre instantané sc trouve sur la normale en B à 1) et sur 



lu normoh* en (] à F, c’est-à-dire sur OC. Donc il est à Finter- 
section de OC et de la parallèle à OA menée par H. 

Les angles liOA et liOC sont égaux, puisque les triangles 
BO\ et BOC sont égaux. D’autre part 


tm OHI 


comiin» alterm‘s internes. Donc 

= î^l, 

le triangle OBI est isoscèle, 

oi = IB. 

Donc, dans le plan fixe, le point I décrit une parabole de 
foyer O et de dii'ectrice D. 
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ü’aulre part, le point O, considéré coin me raisonl partie de 
la figure mobile, reste à une disUince OC l\ - consi. de la 
droite A. Donc O décrit dans le plan mobile la droite i panib 
lêlc à A et à une distance U de cette droite. 

Comme on a 

Ht H K 

on voit que I décrit dans le plan mobile une panilude de 
fover B et de directrice o. 

(iCs paraboles sont d’ailleurs à chaque iiishinl svim'‘lriqm*s 
par rapport à leur tangente comuiiiiie IT. 


B. Propriétés du deuxième ordre. Accélérations. Cour> 
bures. — Gh(‘r<‘hoti^, à rinstant f, ion (1*1111 poini M 

invarinbhMiK'iil lié au plan in(d)ile. 

Si Ton appelle y, (*t y, I*"'' projl‘^!ion^ de c(‘Me accéléralioii 
'»iir les axes rncdiiles. h^s furmiiles de Honr donnent 


r 

1 

_ 


o> N <. 

f*i \ y 


et. d'après les e\|ii'(‘s>ions ih* \ , \ ,. on a 

^ Y - (I)' y ~ (i)( T, -4- iO .r ) - CDTj - - (»>’./* . 

< J » 

f *'i -- '(■/— (»J J' ; ■ <•> r » ~ »«>; } 4- lo'jr. 


Pour ^illlplifi(*^ l’étude de c<*s fiirmules éi rinstant /, on 
peut toujours supposer que le.s axes mobiles ont été choisis de* 
fa(;on qu'à riiislaiil ( l’origine o soit confondue avec le c<*iiln» 
iiisiautaiié I (' )? Taxe ox étant la lang(*nte coiiimuiie en ce 


Cc< i suppose fo o corrirne oii l’a clU au déhut de re « liapîlre. Si. â 
i'instaiit coiisuiêré, <tn avait fo «». le eliangeiiierit d’aves serait inutile, le» 
formule-» ({) se n'duisant à la foriii!* simple 

t/-+ fjif'jr. 
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point à In ba-e cl à la roulante {fig. 34). On a, pour les coor¬ 
données de I à l'instaut /, x, — r» = •». ce qui, en se repor¬ 
tant au» formules ( ü ). donne \ ~r,-=z o. 

D'autre part, la vitesse relative (') de I doit être dirigée 
suivant o.r. Or. ses composantes sont 

T,OJ 

M* 

Ou <loi( u\oir r*, :-o, ce inii. avor U*s ('oii(iition> 


Fig. 




tloiiles, (ioniH! à riiisUnil /, ;--o. sSi l’un appelle \ la \ilesî»e 
de I sur ses Irajeeloires à riiislaiit cunsidéré, on a 

V T=ï ~~ — ou r/ - \ CO. 

CO 

en supposant que ou' c\si dirigé suivant la demi tangente 


i ‘) Notemeç que* la vilejcitc ciViitraiiiement c'iaul nulle. vitesse absolue 
et sa vitesse relative sont épiles. 
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poï»îüve aux courbes 1^» et Ifi \ est alors la fnesurr sur ojr 
la vitesse relative de I, 

Eu portant ces valeurs dans les formules (4), celles-ci >e 
simpliiient et devîenueni 

^ ^ \ Y.r — —> , 

( Y» — — ^ CtJ -üJ* I' -4- MX, 

Nous avons vu, an (Jiiipitre I, cpn* i nccélérahoii d'nn poiiil 
est liée aux éléments dilTérentiels du dmivièine ordre de la tra¬ 
jectoire de ce point. Les formules ( .> ) vont nous permettre 
d'étudier ces éléments. D'abonl, considérons le point M du 
plan mobile qui, à rinstant t cnusidrnK coïncide acre I. 
Pour ce point x y z:=z o. on a \>r“ o, mais on u 


V, \ 

donc, en général IVo, pui- .^ue \ w o et IV est portée 
par l y. Il en résulte <]u<» la roulette décrite par M présente 
en I un point de rebroussement, dont la tangente est I Le 
vecleur{\', Y^), ou \V, est <mi eiiet nul, mais le vecteur ( \ ", ^ 
ou IV, ne Test pas et, porté par I p, il détermine la tangenti* au 
point d<* rebroussement. 

Cherchons maintenant la condition pour (fue le point M 
sfut un point d'inflexion sur ,sa trajectoire à rinstant /.Il 
faut et il suflil pour cela que le ravon de courbure K soit 
infini, c'est-à-tlire que raccéléralion iiorriiaUf de M suit nulle, 

puisque* cette accélération a pour expression ♦ et puisque 

e ^ O si M n’<*st pas confondu av«»c le centre instantané. 

Exprimons donc que Taccélération norinale de .\l est nulle, 
ou, ce qui revient au même, que Paccéléralioii et la vile^sse 
oui la méiiie direction ; ceci s’écrit 


V. 


Vv 


iVLIA 


7 
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OU, «l’après lei* forniul«*s> ( i ) el (5), 


—- ur J’ — u/ y 
- Ml 


— \ M — (»i- y -4- c#>* J* 

... 


vl, en reudaiil enlier, 


on encore 


o)'( .r* 1 ' , -4- \ M y — Il 


-4- > 2 -H — V — O. 
* M * 


Donc le lien des |)oin(s du plan qui sont points d'inilexion 
de leur Irajecloire n riustant t est le cercle précédenl, tangent 
en O à Taxe or. (iC cercle est appeU'* cercle des inflexions. 

D’après lit propriété géoniélriqiie des points de ce cercle, 
on peut pn»v<»ir (pi’/7 ne defH^nd pas de la loi du mouvement 
en fonction du temps. On petit d’ailleurs le vérifier. La 

position de c<* cercle déjieiid <le la quantité Or. si S est 
l’abscisse curviligne de I sur la base, on a 


d’on 


i/S 

7/7 ’ 


r/O 

i//’ 


i/s 

\ i// f/s 

oj r/û f/0 

dt 


quantité qui ne change pas quand on fait sur / un cliangeinent 
de variable. 

Ou |)cut clitu'cher aussi le lieu des points du plan mobile 
dont Vaccelèvation tanp^entielle est nulle à Vinstant ou 
encore, ce cpii revient au même, dont la vitesse el faccélératioii 
sont perpendiculait*es. (a*lle condition s'écrit 

^ rV r-e Vv Y, = O 

ou, en développant. 


tii i’i M *X -f* «o' r > — Vm — üi*^* -4- m' X } =. <1 
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OU encore 

Mta’t JT*-+- ! - > ~~\ fo*,r rs. O. 

Si 0)'^ O, ce lieu est le cercle F 

***' — —r r ~ <»■ 

M 

Si O, cVsi l’axe des )\ 

Dans le cas général, le cercle (r)«*Nl langtHil i‘ii o à Taxe oj\ 
donc orlhogonal au cercle <les index ions. 

Contrairenienl au cercle <les inflexions, ce cercle dépend 
de la loi du inouvetiient dans It* temps. Kn eflet, sa position 

iléjMînd de la quantité Or. si l’on fait un ( hangemeiit 
de variable / = /, ) ( ’ ). on a 


-, ffs //S fit t , *i^^ *i^ i 

\ , == - --i - 7 -. . - N c itx t. Oh - ■ U) Z I tf ». 

f/ti fit (lt\ tit\ fit fit\ 


fiffï\ fii^i 


ff). = -- - 7 — t\ » m:;"» t\ I 

fit, ttt\ 


Donc 


//(*) fit , ^ M , • 

-—p y - ( /f > -4- |f) J ^ t \) <•) 0 I ^ I h ’ -+• l»> Ç ( I. 

fit fit\ ‘ 


Vj ('h N *•* ç'» /| r * 


(•» , »*» 9 I I - -f- (♦! /} ) 


expression qui n’<*sl pas idenliqm^ à quelle que soit la 
fonction 9 ( O* 

Le cercle des inflexions coupe le c(‘rcl(*(r) au point o et 
en un deiixiénie point K: comme pour ce |)oinl raccélération 
normale et l’accélération tangentielle sont nulles, le v(*cicur 


(') CeU équivaut à changer Texpression tic 0 <?ii fonrliori du tctiipH, 

(’) Noton» que ç; tinéaire f*n /, donnerait ^ r- j mai», à vrai 

MI üt 

dire, la loi du niouvenient dans If trmps ne serait pa» e%%entieilenu*nt 
changée^ pui4qu'elte proviendrait d*un simple cliaiigeiiienl de l’origiiif et 
de l’unité de.tempt. 
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Hccéli'fraliou <»st nul, ce point est appelé centre des accélé-- 
rations â rin^tanl t. On peut démontrer qu’aie point de vue 
des accélérations, tout se passe comme si le plan mobile 
Uiiiniait a riiisUinl / aiiloiir du point K, la vitesse angulaire 
étant w et Taecélération angulaire <*/. Les coordonnées 
(Je fi s’obtiiîrment en efTtft par l(*s équations (5') tirées des 
(Vitiations (T)) 

. i*j^r, — oj'vt = o, 

. V 

f — Oi'y\ -4- M X\ — \ <o = O, 

dont le détermiiiuiit (*^t 

— iij' j 

J ■= C«>* -4- CI>'' 

«.>' — <*>- I 

(jiii ir(»s( pas nul, |)uiM|(ie <*) est supposé ^ o. K est donc bien 
dèterniiiié. 

Lu tenant compte d(‘s é(|tiations (5^), qu’on retranche 
nuMubre à membre des écpiations (5), ces équations (5) 
deviennent 

^, j VI •“ t > ^ <•>'i y — .>'1 ) — — «O* Ci — <•)'Vî. 

t ) J , 

f ~ ““ «>’< ) “4“ ( .r — jTi ) ^ iM*yi -K eo' .r J. 

en posant 

Vi^y — yt. 

Les formules (ô*') expriment l’accélération d’un point (-^ 5 ,^ 1 ) 
dans une rotation autour de Torigine K, de vitesse angulaire w, 
d’accélération angulaire w' [on le voit iminédiatement en 
faisant V o dans (5), car I est alors fixe à l’origine], ce qu’il 
fallait démontrer. 

L’existence du point K est d’ailleurs un cas particulier d*un 
résultat plus général démontré à la fin du Chapitre IL 

Remarquons enfin que, de même que le cercle (F), le 
point K dépuid de la loi du mouvement dans le temps; il 
décrit le cercle des inflexions lorsque la loi du temps varie. 



tôt 


ÉTUDE APPROFONDIE DU MOUVEMENT D'üN CORPS SOLIDE. 

Courbures. — Plus généralement, proposons-nous de 
chercher la courbim' de Tenveloppe (C) d’une courbe (r) du 
plan mobile, au point M où les deux courbes se louchent à 
rinstani t. Ce problème comprend comme cas particulier la 
recherche de la courbun* de la trajectoire d'un point, en 
supposant que la courbe c se réduise à un point. 

On peut faire cette recherche par le calcul en utilisant la 
relation 

i-î 

ÏN - 

enln* l’accélération normaih» la viu*sse et le ravon de 
courbure U de la trajecloire d’un point. Nous allon.s efleclive- 
ment faire ce calcul pour déltu'iiiiner le crntn* dr courbure p 
de la roulette ((y) décrit<‘ par un point M. 

En se reportant aux axes \x et 1 de la ligure 34, v et y 
seront les coordonnées de M à rinstani t. On désigin*ra par r 
et & les coordonnées polaires de M par rapport à c’est- 

à-dire que, \ u désignant un axe qui porte IM, on pose 

FM ~ r ri I X, ! a ~ 0. 

On a alors, pour la vitesse e de M, 

c* Cii- /•' 

et, pour raccéléralion, 

Y= — (•>' .r — K. 

-4- X — \ f). 

Si nous posons IjjLmp, la valeur algébrique du rayon de 
courbure M/jl. sur Taxe I w, est R ™ p — r. La valeur algébrique 
sur le mémo axe, de ust~ d’une part, et, d'aiiln* part, est 
évidemment 

'*x co»0 Y» »in6 = — ros6< My t — »in0 j \ o> -4- tn^y — u/x j. 

En égalant les deux expressions de v^. il vient, tous calculs 



10*4 
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failA, 

ojV* , v u 

.. . — M’r— tn\ »ltl9. 

P -'* 

DivHiiot par m o et groupant les lermi’s eu m, il vienU en 
définitive, la fonittile 

I I M 

P r \ **1110 

attribué!* a Kuler, elrpii, < oiiiiai>saut \I fournit p, et par suite jji, 
eenlre de courbure d<* la roulette (C) de M. 

Une méthode analytique inspirée des mêmes principes, 
mais (reiéciition plus longue, permet d<‘ déterminer le centre 
de « uurbure // de Tenveloppi* (('.)<riine courbi*(r) liée au plan 
mobile. Nous ne rexposiTons pas ici. Nous préférons employer 
une méthode géométrique qui nous conduira directement 
à une construction du centre de courbun* d<‘ ((1). Celte 
méthode a été donnéi» par M. Kernigs (HuUetin des Sciences 
mathématiques, iqo^ ). 

Nous aurons besoin, pour Texposé de l'ette méthod!», il'iine 
proposition préliminaire, d’ailleurs intéressante en elh'-méiiu». 

Lemme, Soient i /i/^- 35 ) Il un plan mobile glissant sur 




I IK. t ». 


V- V 


i: 




un plan liie llo« I le centre instantané de ce mouvement à 
rinstant /. Soit H' un second plan mobile glissant sur le 
plan II considéré comme fixe, et soit T le centre instantané de 
ce mouvement à finslanl /. 1.^ plan II' glisse aussi sur le plan 
fixe II<», et son mouvement par rapport à Ho n^sulle du mouve- 
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iiienl relmif el du mouvement d'etitminemenl 

Soit I’' Iv ct^ntn* iiistaiiUm^, k riii<%Uini (, du motiveinenl 



I^s tf'tifis points I, l\ !' sont en ligne droite. 

Kn elFel soit M tiu |HMnl du fdim H\ Inmvtint, à riiisinni 
>ur ladrtiile IT. relative \ve.sl perpendiculaire TM, 

«loue à ir. De iiu^me, sa vitesse d*eiilralueui<*nt \ ^ esl per|>eii- 
diciilaire à IM» dune A ï\\ Dune sa vitesse «ilisuliie 


► ' (► * 

N.. V. ^ V.. 

est, uu bien nulle, ou bien p<*rpendiculair<* à II'. 

Dans le premier cas, le point M est eonfutidti a\i*e V. Dans 

le second cas» le point V se trouve sur la per|H*iidif'ulaire à \ „ 
menée jiar M» e*est-â-<lire sur H , Doiu: la proposition <*sl 
démon tré<*. 

(!eei posé, reprenons le mou veinent du plan II par rapport 



il un plan fixe Ilo* Soient I le centre instantané de rolaticm, 
(c. i. r. ) I/ri la roulante. 1/ la base, Ixr le rejière commun 
aux deux courbes au point I ( fig. 3fi). 
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Soient (r) une courbe du plan II. (C) son en%'eloppe, 
M leur point de contact à rinstant /. Soit MIJV le re|>ère 
coriimiin à ces deua courbes au (>oint M, MU éUnt la normale 
coitiftiufte, MV la tangente commune. Nous asons vu que 
MU passe par le f>oint I. 

Quand le temps varie, les courbes ly et (C) restent fixes, 
le» repères respectifs |jr>^ et MUV varient. 

(Considérons le mouvement du repère MIJV par rapport 
au repère On peut le considérer comme résultant du 
iiioiivoitient de MUV par rapport au [dan IIo. et du iiiotivement 
du plan lio par rap|>ort û Ixv. Donc les c. i. r. de ces trois 
mouvements sont en li^m* droite». 

Or. le c. i. r. du mouvement de MUV' |>ar rapport nu 
[dan II„t»sl le eimtre de courbure de la courbe ((C) au |>oint M. 
Soit /JL ce [loiiit. 

la* c. i. r. du nioiivemont «le lU [lar rap[Mirt a Ur>* est le 
im'me «pie b» c. i. r. «lu niouv(»mcnt iiiv«»r.se. (l’est donc le 
[loin! ()y , (‘entre de conrbiin» de la «*ourbe \f nu point 1. 

l)oni‘. le rentre instantané ; du mouvement de MUV /uir 
rapport à Urj* se trouve sur la droite 

Mais on [n»iil considérer aussi le motiv(*ment d«* MUV |>ar 
rn|iport à l.rj* comim» résultant du moiivem(*nt de MUV |>ar 
ra[)[iort an plan II et du mouvement du plan II par rn[>port 
à I.r>\ Donc le [xiint^est aussi sur la droite «pii joint les c. i. r. 
de ces d«»nx derniers moiiveiiii*nts. 

Or, par rapport nu plan H, le point M décrit la courbe (c), 
MUV est le repi^n* mobile de cette courin*, donc b* c. i. r. du 
mouv(*inenl de MUV par rapport à II est le centre de cour¬ 
bure P (b* la courbe (r) au point M. 

L«* c. i. r. du mouvement de II par rapport à I.r> est le même 
«pu* le c. i. r. du tnouvemeul inverse. 

Or, par rapport au plan II, I est le rep«'r«.‘ mobile de la 
courbe 1^. Donc le c, i. r. «»sile point Ow centre de courbure 
de U. au point I. 

Donc le point ; est sur la droite fi’Om- 
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Enfin, dans le niou%*emenl de MUV’^ par rapport à la 
droite MU a pour enveloppe le point I. Donc /a perpendicU’^ 
taire I « A MU au poini 1, passe /mr te paini 4 . 

En résumé, nous avouï» le résultat suivant : JLes Irais 
droites \iOf^ H O», e/ I5 concourent en un même /mint. 

Sup|Kisons alors cjue Ton connaisse les points et 

La propriété préctklenie |M*rinet en général <le c<iiislr(iir<» le 
point pi. Il suffît de joindre ft'Om» de prendre le point de n*n» 
contre de celle droite et <le I 5 , soit P ce point ; on joint PO/ 
et Ton prend le point de rencontrt» de celte droite et de IM. 
C’est le point // (coiislniction de Saxarv )( .t- ). 


Fïg 3 ; 



Celte construction tombe en défaut : 

i*’ Quand p’0,„ et Ir sont confondues, ce f|tii se produit 
seulement si p.' est <ui I ; 

A** Quand P et O/ sont confondus; c:e<’i ne peut se produire 
que si p' est sur I.r, ()„, et O/ étant confondus en un point 
différent de L ou encore si 0/ et sont confondus en I, 
p' étant quelconque ; 

,i** Quand PO/ et IM sont confondues; ce qui se produit 
seulement Jorsque p' est sur ly. 
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Danü le cas oiî la construction est applicable, elle permet 
d’obtenir la grandeur du rayon de courbure de (C). 

Prenons sur Ix un sens positif et sur ly le sens qu on 

obtient en faisant tourner Ix de -f- Posons 

2 

Pren<ins ensuite sur IM un sens arbitraire 1 1 /, et soit 9 l’angle 
(à a A ir pn>s) dont il faut faire tourner I.r pour Fumener sur 
cet aie dirige^ In. Posons 


Iji p, I /*. 

le sera Taie qu’on <d>tieiit eu faisant tourner In de 4 - - . 

Â 

Kipriiiions que les droil(*s ,a()/ et p (),„ se coupent sur le. 
Kcrivoiis leur <W|tialion dans le système d’aies l//j. 

/JiO/ a pour équation 


II* 


avec In condition 


K4*^in0 


I. 


c|ui exprinu* que passe par ()/. On en lire 

i I tanf^Ü 

X ït/'i'oxO a 

De même p'Om a pour équation 


ti 

r 



~ I 


avec In condition anab»giie 
It», siiiO 

- - 5 - — I. 

r /. 


1 i UnuO 

X' /• 


D’où Ton tiiv 
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La condilion néci^ssaire et suffisante pour que f*Of et H Dm 
M* coupent sur i z est >. r=r ou 


B f cof tl 


rmO 


«ange/* ^/J 

® t r / C0^ • \ B / B / 


OU. cti multipliant pat* co^9« «^upiKistt non nul. 


ou 


ït:’ 



(IVst lit forrnuliMrKulcr-Savarv. Klleest ctahlie lor!»c|uer;xf o 
(voir r pn^cô(Jent). H/>r lt,„ (ro/r 4 “). 0 ^ (l'o/r .V*). Si 

r«»n supposa» (pie (r ) est un ren ie, p'est un p(»inl invaria* 
hieinent lié au plan inohile (rentre ilii rerrle), et Tenve- 
loppe ( (I ) est une rottrbr /utntll^le à la roulrtte cpie décrit p' 
(elles ont l«*s mêmes normales), (àes dmx rcuirhes ont même 
rentre de «ourluire p sur leur normale commutii* li/, la 
formule d’Kuler-Savarv donm» donc Ir rrntn* de cour¬ 
bure p( I/ji- - p j de la rouleffe d'un point p' situé sur I/i 
et tel cpie 1 u r. 

Kn la (Himparant avec la formule crKiiler oi)t(*nue préré> 
demment pour les roulettes par la méthode analytique 



formule d*Kuler-Savarv permet de retrouver le lieu des 
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point» qui, à rioslanl sont points d'inflexion sur leur trajec> 
lotre* Il suflit d’écrire que, pour ces points, le centre de cour¬ 
bure de la trajectoire est rejeté à l'infini, ou que - = o. O/i a 
ta condition 

_L \ J- 

/ sinO ' 

ce qui exprime que le point M (confondu ici avec le point jm') 
décrit un cercle tangent eu 1 à l.r et rcnconlraiit I r au point J 

d'orclonnée-î- • 

1 I 

Hy ^ H7. 

relrou%<Mis ainsi le cercle des inflexions, et nous 
voyons de plus, d’après réqiiaüon de ce cercle obtenue précé- 
deitinient, qu’on a _ 

1 I (•) 

H/ ~ " N~’ 


relation déjà obtenue ci-dessus et (|ui nous donne la sigiiifi- 

cation géoiiiélri(|U(» <b» la quantité y» que nous savions déjà 

être indépendante de la loi du iiiouvenieut dans le temps. 

formule (Utnne u) lors(jur Von connaff la ciVc.vsc \ fie I 
sur I f. 

(\ts fi*rxcrpfiun. - - La formule d’Kuler-Savarv a été établie 
en supposant : i'* /* v<o; -c* ; 3” 'j Qii’ar- 

rive-t-il «laiis cliactiii de ces cas ? On va l’examiner en passant 
à la lîiiiile. 

1“ Si r tend rrrs zéro, 9 étant de o ou t:. le deuxième 
iiieinbro reste fini» le premier ne peut rester fini que si p tend 
aussi vers «éro. Donc, si au cours du mouccmcnt le centre 
de courbure p' du peojil (r) dent en L le centre de cour-^ 
bure P du profil conjugué (C) c/e/tï à cet instant cofnctder 
acec p’ en I et récipro(|iieiiieiit. Ceci est vrai lorsque 9 ^ o 


r \Hr 




itvoi ftmoroMiHt do Moomoirr d'un ooirs mum. t«ÿ 

ou N et reste vrai même pour $ = o ou o per passage à U 
Umite en faisant tendre $ vers aéro ou n. 

a* Si, à un instant donné, R/ devient égal à R*,, la fomtule 

«a ^ I I 

V H f H ^ 

monin' qii*alors tii s*amiule. donc la de tout point M 

lté au plan inobüo s'annule à cet instant roninie étant égale 
à 'skIM. [Mir suite les trajectoires de tous les points du plan 
mobile pn*senlenl à cet instant un/^>i/i/ de rehroussement (*) 

nécessitc X':r- Y':“oy Oii pcut déiiionlnu* ipie 

ce rebroussement est de |ireniiêre espece, si M n'est pas sur 
la tangente conitiiuni* l e à 1/ et et cpril est de deiiiiéiiie 
espèce si M est sur Ijr. 1^ roriiiiili^ d‘Kiiler-Siivars est encore 
valable par passage à la limite et montre que, si sin^ ;^ o, ou 
a P = /•, €*est-à-din* p t*t p' coiiicid<*nt, (c^ et (t,) sont o.irn- 
hit rires, 

,1*' I,*a formule rrKuler-Savar>, lorsqu’on y fait tendre 9 
vers - » donne à la limite 

I I I 

P r jt H 

et fournit encore le centre «lecourburep de M’-). malgré(ju’oii 
soit dans le troisième cas où la coiislructiou soit en défaut (’ ). 


(») formule trKuler-Savarjr «tonne «tailleur» p r, « ’«-NCà-flirc <|ur ji 
vient en M : le mvon d** <«mrt»ure Mj* «le lü rouleife de M »*««nnutNnt. 
on a bien affaire ï un p«>inl de rebrouMement. Nou» fi>Xiiriiiiifr«»n» pa» le 
« a» n^" n^ = O qui < orrespon<l it de» »iiiKulanl<^» <l<* la ba»« el «le la 
njulrlle. 

(’) il peut arriver que r«in ait romtanimant <i - -• f>t'i exige que r 
I,,, axant le» mémet normale», soient de» lourbc» parallMe». Alors 
fS tr coDSt., p' e»t confondu avec O^; donc r R„ ; il r^»ulie p By de la 
formule d*Euler-Savary et p e»t « «infondu a»e«: «e qui était alor» évident 

a priori. 
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Pour construire gi^oinétriquemeni le point connaissant/ jl\ 
O/ et (),n, on peut alors employer Tartifice suivant (/iff- 38). 
Soient Si/ et s)m ios points sur Ijt d'abscisse 

I t*>y î=E H/, I =; H 

Joif^iions /Ji^si/ et L’équation de est 



et celle de , 

^ y 

U.. 

l.a droite joi|'iinnt I au point d*iiit4‘rsi*clioii de ces deiii. 
dnotes II pour /'({tialioii 

ou, d’après la foniitile d’KiiIer-Savarv, lui supposant 1{/^1 H,,,. 

r ) . 


ts. 



d'est la proiniére liissecirice de Paugic Ceci permet 

donc de construire le point pi, connaissant s*/ et re^,. 

Courbure des roulettes, — l^i foriinile d^Euler-Savary, on 
Ta VII, donne le centre de coiirbim'fji de la roulette décrite par 




iTVDi Arrtofoiioti w movtwmHr v us cotrs solioc. n i 

un point M du plan mobile; il u'v aqti*à supposer d{m«r«Mitde 
préciMente que fx* coïncide avec ^1. Si Ton pose 

ÎM ^ r. I ri 5, 

on aura encore 

5 r \Hf /MiiO 

En vertu de la riMnanjiie faite ci-<lesMis pour le premier cas 
dViceptioii, on voit que. si M \ieni «ui I pour une valeur 
de /. /JL vient iui>si en I. c'esl-à-dire c|ue la rtMilede pn‘*seiite un 
rebroussement, le ravon <le cMOirbun* ;jtM élani alors mil. ('.e 
fait se produit pour tout point M du plan ttiolule sitinKsur b,. : 
sa trajectoire pn^seiilera un rehnnuxenu^nt dr /iremièiv* 
4\%père à rinstanf où M srni /e ptunt do cnn tari I do L, 
et Ifi la vitesse de M à cet instant cvst mille, mais un ealriil 
din‘cl et tr<^s simple «le ra<‘c«'d«'*ratioii «le cv point à riiisiaiit 
à Taide des birmtiles ( ô Upii d<iiitieiit les l'omposantes siirO.iv 
de rac«*«*dérnti«»n «renlraîneiiieiit d«* M < vtdr plus haut r<'*tu«l«* 
des ac<'<’d<rralioiis), nous a moiitnW|triï «ft instant raer<’d<^raliou 
non iiiiib* est <lirig«M* suivant I et ««a \alioir al^«d»ri<|ii«* 
«»sl • \ '«*. 

U<*iiiar<|uotis enfui «{iie la birmiile trouM'*<* pour la eoiirbure 
«b* < (.). [irofil c<iiijiij;u<* de (c). no dtqtefolaiit à riiislaiil /c«»u- 
sid«'*r«* qiu* «lu point /jl' centre «le <:«Mirbur«* <l«» ( r) « «irrespori- 
dant au point d<* c'«mti(*t M. on a le tli/^in^me : 

Lo centre do rourhuro p à Vinstant t do l'onoeloppo (Ü) 
de la courbe (c \ lièo au pbin mobile rninrido avec le centre 
de courbure de la roulette flèrrile par le centre de cour^ 
bure P de (c) qui rtarespand au point M tle contact de {(l) 
et (c) à Vinstant t, 

lieniarques sur bt construction de Sarnrv, La roiis- 
triictioii de Savary est, au foml. la coiislriH lioii «le deiiv lon¬ 
gueurs satisfaisant à la relation 


I 


1 

~ COnst. 
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Si l’oti »e donne r, p e»t défini d'tine façon unique par celte 
relation. 

Si donc on (jorle sur ly deux longueurs 

ï7îÿ==Ry, W;, = R,„. 

tellrn qiif 

I_L * 

î<ÿ " Rr~ K.' 

il <*sl bien évi<lenl cjue la construction de Sa%arv, faite avec 
les points et <lonnerii les niénies résultats que la cons¬ 
truction faite sur les points Of et 

On (leiil protiler de cette iiidéterniiiicitiou des points 0^ 
et O',, pour simplifier la construction. En particulier, on peut 


H» 



envoyer un de ces points à rinlini. Supposons d’abord qu’on 
envoie ( )^ à l'inlini ; on a donc 


ftV 


O, 


troM Amopwmii d« MoovtugNT o’oh coin souot. 


d'oû 




Ul 

V' 


K„-- 


tl3 


Li‘ point fsl clone au point J. cliaiiic^traliMiiont opposé 
de 1 sur le ceirle des inflexions. On a alors ta construc tion de 
la figure 39 . 

Si, au cunlraiiv, «in envoie à Tiiifini, oii a 


JP =^0 

cl 

-L Il ^ ' . 

H f U r ^ ^ 

le* poinl O^ esl en J', sviiiétric|iie de J par rapport ù I. On a 
alors la coiistniriion <lc* la figure r^o. 
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lieinarqijons encore cpie, sur la droite la, les abscisses p 
et /• de JJ, et pi' sont liées par une relation honiographique. 
Donc si fx et pi' varient sur In, iis décrivent deux divisions 
lioiiiographic|ues ; les pciinis doubles sont confondus au point I. 
Si le point p est à ritifini, le point |jl' esl en A, où le cercle 


ICLIA 


S 
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de» mflexiom rr^coupe Iw. et l’on a 


D'où 

ou 

ou 

on otiiiii 


i_L) 

H/ H,„ / sinO 

I * _ * 

I |i I |i' ï V 

( TîT — I |ji ) i.\ s= — I |i. I ;i'. 
mx' ( I |i' -h JîTa ) = — I ix. I 

|l|l'. jl' A — l u' ( ï fA ) = — | u'* . 



C(* «jiii iiionlro qiH» los points jji (•! A sont (in rii^iiu* ccMc^ par 
rapport à //'. Kii particulier, si lu conrlx» (r) s(» nklnil au 
point /-t'est (‘onfoiKln avec M cl Ton voit que /a ctmccu ifé 
f/c la (rajfTttarr th* M c.v/ (oujours dirigée du côté de A. 

Appliquons encore la fornmle crKiiler-Savarv à la reclierclie 
(In centre de courbure de (C) lor.squt* le point M est point 

triiilb'xion Mir(c). Alors a'est à rinlini, - i»; don(‘ 

‘ r 

» / * » \ I \ , 

? \ IW Hm ' sillÔ* ’ 

le point P s(* troii>e en B sur le cercle de diamètre OJ'. 

Kti particulier, si la courbe (c) devient une droite D, ou 
voit «pie le point B, centre de courbure de l'enveloppe de D. 
IH» di^pend pas d(‘ la distance de la droite I) au point I, mais 
s(Mtleinent de la direction de la droite I). Cela s expliqiic par 
ce fait que deux dioites |)araUèle$ du plan mobile ont pour 
envtdoppe des courbes parallèles. 

l*-n particulier, si Ton considère» la parallèle à I) menée 
par B, c'est-é-dirt: la droite J'B (/#>. 4i), on voit que, pour 
l enveloppe (( -) de cette droite, le ravon de courbure est nul 
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au point B; donc, en général, B es.1 un point de rebrouê* 


F»je. t«. 



MMiieiil Hiir ( (>j. iVr>{ |>our(|iiui ou donne fin eercle de «lia 
iiiélre OJ' le nom de crrriedes rrbroussvments. 


/{ernarfftirs sut' Ir mouvement itHerse. Si Ton con^i* 
«lère le iiioin(*in<*nl in><*rse *'* *• *'• **** 

« liangi* pas; la eonrlit* \f ronli» sur I;#, ; on p<*ul dire qu'en 
passant <!<• ( ff J ^ hase et remlante s'échangent, 

Dans la forinuh* <rKuhT~Sa>arv, il faut doue intervenir les 
quantités I{„, et (leci montre que, «lans |(* noti\(*au mou- 
\eiii4*nt, le eercle de diamètre OJ est le « erele d«*s iu(l<*vion.s 
«*t le eercle de diamètre OJ, le <*4»nde d<*s rehrousseiiumts. 

D'autre part, la courbe ((^) a alors coiiiiim* «mvidoppe (r) et 
la construction de .Savarv iiumlre que b* centre de cour- 
bure de renv<doppe de {i\) nVst autre «pie b* point pt'. U \ a 

échange des points et pi'dans le passage du mouvement Œ \ 



C. âtudo du mouTemant épiejcloldal. — Le mouvement 
d'un plan glissant sur lui-méme est dit épicvcloïdal lorsque la 


cHAmte f. 
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tiane el ta roulante sont des cercles. Une roulette est dite 
allongée si le fioinl du plan mobile qui la décrit est extérieur 
i ta roiilaiiie; elle est raccourcie si ce point est intérieur à 
ta roiibtite; on la nomme parfois c£^sy;fe/a/c lorsque le point 
est situé sur la roulante elle-même. 

f^orsque la base el la roulante sont tangentes extérieu- 
reinent, les roulettes sont appelées épicycloïdes; lorsqu’elles 
sont tangentes intérieurement, le ra^on de la base étant supé¬ 
rieur à celui de la roulante, les roulettes sont appelées hypo- 
cycloîdes; ni le rayon de la base est inférieur à celui de la 
roulante, av(»c contact intérieur, ces roulettes sont dites 
pèricycloïdes^ nous verrous qu’elles sont identiques aux 
épicycloïdes. Knlin, dans le cas limite où la base est une 
droite, les roulettes sont appelées cycloïdcs, 

Oliercboiis les équations de ces courbes. Pour cela, prenons 

t'îK- 4 j- 



comme axe des .r la position de la ligne des centres pour 
laquelle le point mobile M se Iroine sur cette droite. Prenons 
comme origine le ceiitn' 0< de la base, comme axe O, Taxe 
qu'on obtient eu faisant tourner O,x de -+- ^ ( Jig- 
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Soit R| le ravoa «Je U base. Soient O, la |Kisilion initiale tin 
centre de la roulante. I» le c. i. r. à l*iiistant initial. Posons 

UO, ^ H,, 

évalué posilivrillent dans la dirinrlion O. 1 . 

Soient Oj la |)osition du centre de la roulante à rinstaut /. 
I le c. i. r. à cet instant. I,, la position à rinstant f du point de 
la roulante coiibindii a\ec le point b. à riiistanl initial. Soit 

1 ( ), 

cet angl(* est aussi égal à 1 angle ( 

Soit M la p«>sttion initiale sur dit point itiobili* 

rrii ,#. 

compté posiviliveinen! dans la direction 0|.r. 

Soit M' sa pdsititiii à rin*»taiit /. M' «‘st sur 
Pour trouver les coordonnées ib* \\\ projetons Tégalité 
veclori<dle 

.'♦ - » ■ 

« M O, « 1^ . « f j M . 

r* (I, Oest porté par Taie i), I, ijiii fait a\ ec ()| .c I aiigli» jr, 
«*l sur le(|iH’l sa mesure algéliri«pi<‘ est H, -t 

Considérons la direction, insurialdement liée â la figiin* 
mobth*. «jui, à riiistnnl initial coïncidi* avec O^.r. l)ans le cas 
de la ligiin» Ja, cV*sl In direction l„Oa, la<|m*lle à rinstaiil ( 
est en l pendant t<*m|>s la roulante* a tourné d’nn angb; 

(laO:, r,b j = ' 0, r, i„o, ). 

Uai>oniiuii<. dans le cas de la (ipiire, ce qui ne re'.lreint |.as la 
gém^raliuL Sur 1,0',. la mesure algébrique de e.t «igale 

à la valeur algébri<jue de OjM »ur I»Oj ou »ur (J,w, la«jueHe 
«•St a. 
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II fiiut mamtenanl avoir l’angle \ 0 |dP, On a 


Piiis(|ue, dans le cas de la figure, leOj a même direction 
que O, J-, on a 

( ) = ( i;:(Ooï ) = «• 

On a donc 

(fV^TlÜOi) = ï r-. a - 4 - (d^l, (^;,). 


PoMItlS 



Ajin (/ue les tangentes positives en I à la hase et à la 
roulante soient identiques^ nous prenons, pour compler les 
arcs, le sens trigtinotiK^tricpte sur la base; sur In roulante, 
prenons le sens lrif;onorn<^tric|ue si Hj est n/^galif, le sens 
eotUrairi* si Ibj est [lositif. Alors on doit avoir dans tous les cas 


ou 


et 


Inl ^ l«l 


doi, 


(o,./-, I„ 0 ,,) 


Ou a donc, pour lt‘s coordonnées <le M’, 

,r ( li , Itf ) « Ota -H a r«»s , 

y • i K | -e ) sin a -4- a >u\ < a -4 a’ ) 


ou, en reuiphu;ant a' par sa \aleiir, 

,r ( li, -4- R s ) cos « -♦- <1 CO» 

^ ex < R, -4- R^) «ina a tin 



a, 


a. 



inmt mi Mooirtifiiit oamn aouot. 

Il esl évideat qu*à parlîr du moiueiit oè le poial l\ revît^ai 
sur la base au poînl it^ il suffit d*itiipriaier à Tare du coiirlic^ 
obleau des rotations de 


UOJ, » *», ji»,. . -• 

pour avoir la courbe lout enlièn*. l^i courbe se fermera donc 
si «1 est coinmensurable avec tt. Dr, Tare ilii cercle de 

base 0< ® • donc 



Donc, si Hi t*l lu sont conimenMir»iili*>, la courbe e»*! 
feriiK^e. Dans ce cas, elle esl unicnr^ale ( ’ ). Imi ellel, '*i 

H P 
R: 7 ’ 

P et tf élaol eiih(»rs, il suflit de |in iidrc ctHiinie paniiiièire 

a 

/ rss linu 

|>oui* avoir ./ et y sous forme «l evpressioiiH rali<inmdles en t. 

Si lu el llj sont ineoiiiiiieiisurables, la courbe ne se ferme 
jamais. Mais, dans <'e cas, on peiil inoiilrcr que la courbe 
passe a une distance aussi petite que Von v eut d'un point 
arbitaire situe à Vintérieur de la couronne circulaire for¬ 
mée par les cercles de centre 0| et de rayons lu f. H. - 
et lu 4- b . 4- a. Il suflit de le prouser lors*nje a H;, c’esl- 
â-dire pour répievebude cuspidale. 

A eel ellel, considérons un cercle di* raym t\ compris 
entre H, et 11,-4- ^ b,.. Soient A et B les [loitils cm ce cercle 


(») Citons If* *«• parliculirn R, =:: H, (ranlioïde »; H, ; (diüfiictr** 

de U ba»e). H, =s — { h\pors« loïdf k troi» rcbroujisfmeriU ), etc. 
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reneonlre ud ttrcuau de répicjrcloîde(yi 4 Ç^. 43). Tous les points 
où lu courbe rencontre le cercle se déduisent de A ou de B par 
des rotstions de A k étant un entier quelconque positif ou 
négatif; nous n'aurons besoin que d^ine seule de ces séries de 
points, obtenue par etemple, en sup|Kisant A' > o et en partant 
du point A. Soient A,, A,, Aj, ..., A^,, ... les points de celte 
série. Soit C un point ne faisant pas partie de cette série. 
Nous allons montrer qu'on |m»uI trouver des points Au aussi 
voisins de C que Ton veut. 

D'une façon plus précise, si jâ est Paugle AOC, t étant un 
nombre fiiisüi petit qu'on veut, montrons <pi'on peut trouver 
deux nombres enti<*rs p et </ tels que 

—( lyif P): < f 


FiK. JI. 



OU, en divisant par a;:, 


posons 



I 

À Z 


T, ; 


*1 

7?: 


SS 


0, 


A 


s3 ta ; 


6 est un nombre inconiinensiirable pur hypothèse; quant à a>, 
c'est un nombre quelconque, inférieur à i et qu'on peut sup¬ 
poser positif. 

Montrons qu'il suffit de trouver deux nombres entiers m 




donc, en |»renanl p zkrn, q . kn, le prolilème iierii résolu. 
Si l’on avail mO —o, il Mifliniit di* nMiiplacer ,3 pur 
^ — -177 qui esl aiiN>i une qiianlilé négative; le niis<Miiietnenl 
s’achève sans «lifficullé. 

Nou> sommes donc raiiomés au prohleiiM» suivant : iin>nlrt*r 
qu'il existe deux nomlires entiers m et n tels (pir* 

//IÜ ' /I r,. 

Ti étant une rjuaiilité donnée à l’avance et aussi peliti* «pi t>n le 
veut. 

On peut toujours trouver un nomlirc initier r tel que 
I ^ * 

- Tj < -- • 

r ' * /* — i 

Pour démontrer la proposition annoncée, il suflil d<» iiion- 
Irer qu'on peut trouver m et n entiers tels que 

' m H — il " • 

r 

Considérons les nombres 


0, iO, '5Ô, .... 
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i*l rmironcbotii» il<* chiicun de ceii nombres sa partie entière. 
On obtient comme restes r nombres compris entre o et i : 

, 6,. «r. 

Ces nombres sont irmtioiinels, piiisquSI en est ainsi de $. 
lis sont tons inègaiit, rar si Ton avait 

on en déduirait 

# 0 y Ô -4- 4, 

k étant un uonibn» entier; ilVni 

0- 

' -J 

h serait done ratioiirieL ee qui est contraire à rhvpolbése. 

Divisons alors TiiilerNall<‘ o . . . i en v intervalles égaux 
par les points de divi^^o^ 

I -» f I 

» - » • • • 1 .. • 

r r r 

( diaqiie tionibre se trouve dans un de ces iiit(‘rvall<‘s, sans 
pouvoir coïncider avec une exiréinilé. 

(«oniiiu* il V a v noiiibres 0, et r intervalles, <le deux choses 
Tu ne : 

i” Ou bien dans rhu(|ue intervalle il v a un et, par suite, 

tilt S4*id. 

En particulier, il v en a un dans rinlervalle o. • • î»oit Oj 
Ct* noiiibn*; on a donc 



ou,yi étant la partie t'utiére de 

'>8—y, < ^ 

tl suflil donc, dans ce cas, de prendre m =:y, n = jkïui* 
n^oudrt? le problème proposé. 
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Ou bien ii exi$ie des tnleniilles dmis lesquels il n’v « 
aticim 5,. Dans ce cas, il eiiste certainenirat un intervalle où 
se Iroiivenl deux nombres, et î'y. On a donc 



OM, si i| e »>< sont les parties enliên*s de et y 9. 

— t\ — (y 6 — y , ) : i, 

on 


II su Ait doue de prend n* dans ce eas m r-z / — y, /i r ,i /, - y, 
pour satisfaire aux eonditioiis de réiioneé. 

On voit tbme qtie, dans tous les eas, le llu'Mirënie est 
dëmontrë. On \oit même que le noiiilire m est toujours infé¬ 
rieur il /*, 

( ourhun* d utif r|^iryrlt^^^l(\ - Nmis <*tudierons seule- 
ineiit le cas <le r<qMCveloi<le ctlspidal(^ 

Soient donc ( »• fO M la I" )sitioii du point inolnle â 
rinstani /, 1 le emilre instantané <le nilulion à cet instant. 
Pour trouver Iv centre de courloire «le répieyeloHle au 
point M, appli(|uons la coiistruclion «le Savars. 

Le centre de « ourbure Of de la hase est l«* centre «lu 
cercle Oi. De même le centn» de courbure d«* la roulante 
est le centn» O.^ «b» cv «-ercle roulant. 

Ia^ point P est «lonc à l'inlersection «b* MOjet «le la p«*rpen-' 
dictilairt* û IM men«^e [>«ir L Donc. I* est le point «liairn*- 
Iralement «qqHjsé à M sur la roulante. Le point pi, centre de 
courbure cherché, est alors à riiiters««rtiun de IM et de 0|P. 

Soit M' le point où la droite IM nmeontre de nouveau la 
base. Comme I est un centre «Phoiiiothétie pour la base et la 
roulante,. Of M et 0,M' sont parallèles, el l’on a en grandeur 
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«t en »igoe 

- JE =_ "• 

< 7 rSi îô; «/ 


K.«. 



(aOIIiiiu* P!Ni :: :« O^M, Oïl a tloiir aiKssî 

«hVr I H, 

jl? ~ VSt » Ivl M ^ ^ * 

il\>ù 

< .U UI }JL O _ K, 

jTF " ^ 

donc le lieu de ^ est lioniothcHique du lieu de I* par rapport 

B 

«U point Om dans le rapport 
Or» on a sur la roulante 

arc MV =7rH,. 

l)onc\ si 1(1 est le point de IVpicycloïde qui se trouve sur la 
base, le lieu de P est une épicycloïde qu'on obtient en faisant 
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tourner iVpicvcloùle donm^e autour de 0| d'un anpie 

îî Rj sif 

■r 7 "" V 

Le lieu de /x esil donc r<^pirvcloïde <|0*on eu d^^duil par 
I hoinothélie de jWde O, et de rapport ^ —lil—. On voit que 

cette courbe est tanpenle à la base au point L et atii points 
qiron en diMuit par des rotations de cVst-i^-dire en tous 
les points de rebrousseiiH*nt de répicscloïde. 

!njlf^xions des rouleties. — La base <'*lanl urieiilêi* dans le 
sens tri^onométriqiie, prenons en I fdiiinie me Ijr la detni- 
taiifiente positive à la base. I >' s’en diWlutra par une rotation 

de - ^ . 

On a alors, dans la formule tl Kider-Savarv, 

Donc 

I I I I R i *4- R « 

H / iC ^ lu ^ ÎT ~RTÏÏ7 * 


Dfinc, si .1 «'St le point diamétralement opposé à I dans le 
cercle des inflexions, on a, sur I v* 

r, RtRï 

R.^R/ 

Si ; > O. c’est-à-dire si la courbe est une épicvcloïde pro¬ 
prement dite, U est du si^ne d^* - H3, donc de lO,. De plus 

U H.: 

I t I *4- K J 

donc le cercle des inflexions est intrrieur a lu rouUinfe. 
Tout point du plan mobile à une distance de O3 comprise 
entre 

ÔT - K - -Ml. - » ^ 

t -Hj H,-M, 
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el Ra, décrit une trajectoire présentant des points d’inflexion, 
tous les autres poinH décrivent des trajectoires sans poinl 
d’inflexion. 

Si lti<o el o>R,>—Ri, la courbe est une hypoej- 
cloïde, IJ l'st encore du signe de —U2, c’est-à-dire de ÏO^. 
Do plus, 


Donc le cercle des inflexions conlient à son intérieur. 
Si ilia - " le cercle des inflexions est intérieur à la rou¬ 
lante. La plus court<* «lislitnce de Oj iiti cen le des inflexions 


est 


H, H. 


H.i 


H, 


H, ~ : H, 


Tout point à une distance de Oj inférieure à d décrit une 
trajectoire sans point (riiiflexion ; il en est dt» méiiu» de tout 
point extérieur à la roulante. Les autres points décrivent des 
trajectoires présentant des points d^iiiflexion. 

Si ! IL ; <; I le cercle des inflexions est extérieur à la rou- 

' k 

lante. 'rout point intérieur à la roulante décrit une trajectoire 
sans point (rintlexion; il en est de même <le tout poinl à une 

distance de Oj supérieure à d 

Lnfin, si U.j<:; o ell\a<; — Ho la courbe est une |H^ricy- 
cloïde. iJ t‘sl du signe de Hj, donc du signe contraire à lO^- 
Donc le cercle des inflexions est extérieur à la roulante. Tout 
point intérieur à la roulante décrit donc une trajectoire sans 
point d’inllexiiui. Il en est de même de tout point situé à une 
distance de supérieure à 


fi 


HnlLî 

iHti-Ri 


IL! 



Tout autre point décrit nue trajectoire présentant d^s |^>oints 
d’iuflexion. 




ÉTimt AmOfONDIE DU MOinrtliCItT D'un COftPS fDUDi. 1117 

Double gènêrtuion des ipicycloïdes { Cremona). — Sfiii 
If uu |KHat du plan iitobîle \Jig* Complétons le pamllé* 
iogramiiu* dont trois sommets sont O,, (),, M. Soit O*, le qua¬ 
trième somiiiei. On a 

O, M ^ ^ Ht ^ H;. 

Lji longueur O, M est donc coiislanle. 

On peut supposer qu'un plan niobilt* II' soit allaclié à ce 


S>. 



s<*giiieiil, lorsque le lem|>s varie. ('Jieri lions la base et la rou¬ 
lante dans le mouvemetil de et* I*» an ir sur l<* plan lite 11^. 

I^» c. i. r. t‘sl à rintersection des normales aux trajectoires 
de M et O,. 

Or, la trajeeloin* tie O, est le cercle «le centre 0| «*i de 
ravon 

< r, tl; r:: 1)7^ ri. 

Donc la normale en O, à cette trajectoire est la tlroile ()| O,. 
trajectoire* de M est um* épicvcloïde (|ui a jKiiir normale 
en M la droite IM. Donc le c. i. r. du mouvemenlde II' sur U» 
est le point T, intersection de 0|0, et de IM. 
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Or, on a 

CîTr _ 5: 

Cfns îol 

ptii»qtjf* les droites 0 ^ 0 ', et 0 ,M sont parallèles. 
Donc 

ô7T=-^îjna=-l;», 


le point I' décrit donc dans le plan n„ un cercle de centre O, 
et de rayon H', -= j a . 

Main, d'antre part, 

l'o, ^ O, I ri ,1 -j. « = /I ^1 -4- 1^' ^ . 


Donc, dans le plan U', 1 ' décrit un cercle de centre O', et de 
rayon 


H, 




Kl 

K, 


)|- 


lit» tnonv(»rncnt est donc épicvcloïdal. Les positions relatives 
d«* la hase et de la roulantt* s\*ludieronl en comparant les 

(piantitès O, T et To, en grandeur et en signe (on peut tou¬ 
jours supposera positif). 

On verra aivsèment <jue : 

I** Si, dans le premier mode de génération. In courhe 
décrite par M est une épicvcluïtle, dans le deuxième mode de 
génération, eette courhe est définie comme une péricvcloïde, 
allongée si répicycloïde est raccourcie, raccourcie dans le cas 
contraire, cuspidule si répicycloïde est elle-niéme ciispidale; 

a*' Uécipr<K|iiement, si dans le premier mode de génération 
la courhe dtkTile par M estime péricvcloïde, dans le deuxième 
mode de génération, cette courbe sera déitnie comme épiev- 
cloide, les formes de ces deux courbes s*as$ocianl comme ci- 
dessus; 

Si, dans le premier mode de génération, la courbe 
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di^crile par M Cî^l une hvp<i»ryclaide, cette courbe sera encore 
définie comme hvpocycloide dans le deiiiième mode de géné¬ 
ration; si la première hypocTcIoide est allongée* la deuxiènie 
sera raccourcie, et inversement; enfin, si Ttin a 

on a II ni 

et inversement. 

Courbure de la cytlolde, — Soit () le centre du cercle 
rouillai sur la droite I) ( ifi). Le centre de courbun^ Ow 


l'iK. 



de la roulante est lUi O, celui de la base est rejeté à rinfini; 
aulrenienl dit* si K est le rayon de la roulante et si Ton prend, 
comme axes en L la droiu* H) comme axe Taxe la: se 
déduisant de I i par une roLation de — i on a 


H» 


IL . 


K 


^ < \C 


JUUA 


i 3 o 

donc 
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J__ i . 

fV ^ K' 

le point J csl donc tel que IJ H, donc J est en O, le cerçle 
de*» inflexion*» e^l le cercle de dîanictre 10. Aulreiiient dil, 
une cjcioïde raccourcie a Unijours de*» points dinflexion, une 
cvcloïde iiiloiig«^e n’en a jamais. 

C-onslrtiisons le centre de courbure d’une cvcloïde cuspi- 
dale «»ii un de s4*s points M. \pp]i<|Uoiis la construction de 
Savarv. 

La droite MO,,* est ici le diiiiiiélre MO, qui renconln» la 
p(*rpeiidiculnire 1;; «Mevée en I à I.M, au point P, dianuHrale-* 
ment oppos<^ a M sur la roulante. 

Knsuite, comme ()/ est à rinfini sur I > , In druiu» POy^ est 
la parallèle a I v meiu^e par P, qui reacoulre IM an pcunt //. 
centre de courbiin* cberriu'*. 

( )ii a donc 

llv FM 

l(> OM 

donc 

TP i\Ô U H. 


Donc le lieu tie (Jl se déduit du lieu de P par une translation 
parallèle ïi l >' t»t égab* à — a IL 

Or, le point 1* décrit évidemment une cv(‘loïïle. déduite du 
lieu de M pur une translation parallèle à I.r et égale à ttH. 
Donc, le lieu de fji est une cvcloïde égale à cidle que décrit M. 

1). Application de U théorie du mouvement d’un plan but un 
plan. Bngrenagpee. —Considérons(y/^. 4/)deux figures planes 
F et F|, situées «lans uti iiièiiie plan n«, et mobiles respective¬ 
ment autour de deux points fixes O et O, de ce plan. On peut 
considérer qirù chaque (îgiirv' est attaché un plan mobile; soient 

ri et 11 , ces plans, mouvement p^til être considéré 



tniM AmKMroMoti dit noirtrtittitT o'uh ccmifs wouwl , iSt 
commeréstiIuDldu mouvement j et du mouvement 

Gherchonî» le c. i. r. I du mouvement j* I)*«préîî une 
propriété antérieuiMunent démoiitfVe. ce point est sur la droite 


«i J: 



qui joint les t\ i. r. des iiiouvciiieiits ^ el ( Or, le 

e. i. r, du mouvement j est le ptunl O; de iiirnie le v, i. r. 

du mouvement | est le point O, ; dune le point I est sur la 
droite ( )0<. 

Pour achever <le déteriiiiner le point I, nous devons 
écrire que sa vilesne dans le iiiouveinent de ll|, par rapport 

à 11, est nulle, c’est-à-dire que \ - \ , r- n, \ étant la 

vitesse de I dans le immveiiieul ^ \ , sa vitesse dans le 

mouvement Prenons tiii sens positif sur la droite 00 |, 

et soient p r- 0|, p, rrr O, I. 

Supposons de plus le plan orienté, t*l soient u) et fe, les 
valeurs algébriques des vect(»urs rotations de F et de F| a 

#► P- 

l’instaiil t. Les vecteurs \ et \ , sont perpendiculaires à OO*, 
et ont pour valeur algébrique ^en prenant comme sens positif 
sur une perpendiculaire à O0| le sens qiroti déduit du sens 
positif choisi sur 00| en faisant tourner cet ane de 


1 w» &i. 
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Donc la condition qui détermine le point I est 


Mp 2= t#i| pi 


Pi 


^ (arec p — pi = OOi = a)/ 


Si est constant, p cl pi sont constants, le point 1 décrit un 

cercle dans chacun des plans II et III. Le mouvement (ïï ) 
donc un inouviîrnent épicjcioïdal. 

Inversement, si Ton veut lier les deux figures F et Fi de 
mniiiére que leurs vitesses de rotation soient dans un rapport 

constant A\ il suffira de fair<‘ rouler l’un sur l’autre deux 

(O, 

cercles de centres respectifs O et <)|, et de rayons p et pi tels 
que 




— S, r= //. 


Dans le <’as où varie avec le temps, les courbes (C) et ((>, ) 

(jue déerit \o point I dans les plans II et IL ne sont plus des 
cerch»s de eentnvs OetO,. On peut se proposer de rechercher 
les relations «pii lient Tune à l’autre ces deux courbes. 

Nous étudierons ces courbes en coordonnées polaires. Pre¬ 
nons dans le plan II, connue axe polaire Taxe qui à l’ins- 


Fig. 



tant t = O se trouve confondu avec OO^. Soient Ox sa posi¬ 
tion à rinsUint ty 6 l’angle (Ox, OO,) {Jig- <8). De même. 


tTOM uno rmvu au noummrr d'un oobm aouot. i33 

dans ie plan III prenons comme ate polaire Taxe (|tii pour I o 
est confondu avec OOi. Soient Oi jTi sa position à rinsiani t, et 

'j, rangle( 0 | T,. OO,) (S'OIS, sont comptés dans lésons positif 
choisi pour les anuries dans le plan ll«). Soit I le c. i. r. 

( n 

JJ*) à l"ini»tanl /: I esl lo poinl de runUrt de?»* deiin 
courbes (C) et on a donc d'abord, Ton \uno 

OÎ p, oTî a,, 

' I ♦ i p, OOj - 4 :^ fl. 

Kcrivons eiisuile cjue le> courlM*'^ M»nl tan^cnles au poini I, 
t:%*sl-à-<lire que Tanglc \ de la taiigenh» n\(»c le ravoii \t*f:leur 
est le iin'ine pour l(*s deux cotirhcH, ee qui «loiuie 

0 #Al 

ITT f/st ' 

or, si Ton diirêrenlie la relation (1), on a 

f/st * t'/s - O, f/ii tfy. 

Donc rêqualion { » ) peut s't^erire 

I 5i/o p,|f/0,. 

On peut, pour obtenir ( i K raisoimfT |)lus ilirecteiiieni, de la 
façon suivante : entre les instants o (»i / les plans II et II, ont 
tourné respecliveirifuit des anglev i 0 ) et ( 0 ,), avee li*s 

notcilioiis adoptées. 

laujrs vitesses aiigtilain^s élan! par suite 

f/0 //O, 

(O ■— —— fl 10 ■ '■ V f 

d( 'Il 

la relation '.*0 fai,p,. qui définit I, donne donc iintnédin- 
temenl 

Les relations ( 1 ) et ( 3 ) sont suffisanles jKuir exprimer que 
les courlies C et (!, roulent Time sur l’autre, car si I 011 forme 
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le» élémenl» linéaire» ds et ds^ de ces deux courbes, on a 

</p* -4- 

cit^ pî d^\ 

et, d'après < i ) el ( on a donc 

ds^ di] 


l^iur montrer (|ue les courlies rouleiil, il suffît de montrer 
(pie les varialtoiis d'angles d^) el f/ 0 , sont de même signe si p 
et p, ont même signe, el de signes contraires si p el p, sont de 
signes contraires. Or c%vsl évident d'après (3). On peutaussi 

remarquer cpie ( 3 ) entraîne (üp:^?âj,p,, puisque -y- el 

fâi, r:r • Iji relation ( 3) éqiiivniil donc à celle qui défînit 

le point I, c. i. r. du niouvement courbes (C) el 

(C,) sont donc. Tune la base, raiiire la roulante, de ce mouve¬ 
ment, KI1 (‘.h roulent par conséquent l'une sur Taulre. 

On peut SI» poser, au sujet des courbes (G) el (( 4 , ), divers 
pnddèmes; par exemple, si l'on se donne la courbe (C), on 
peut cbercli«*r à déleriuiner ((^ 1 ). Soit p:^/( 0 ) Téquation 
de ((3 ) : on a 

p, p . ft -zz - r# -4- / { 0 . 


et la relation (^3) s’écrit 


ou 


p r/8 ( p ~ ft ) r/0, 


dût ^ 


/( O) f/0 
- r# -H /( 6 > 


i/Ô. 


On a donc (/, en fimction de 6 par une qiiadniture 


<ti 



/(O) r/ e 
— rl y* ( 0 ♦ ’ 


car pour 9 ===: o on a 





truüE âmoroNDit i>u MocnrtiiiffT d'un cotrs souot. ilS 


donc Pt et 5, ^lont exprîin^^s en fonction d« pammctreô, ce qui 
donne la cuurlïc (C| ). 

On peut aussi chercher (C) et (Ci ) tle*facon qu il y ait une 
relation donnée entn* 9 et 9,, soit 0, r::: f ( 5K 
On a alors 

s fAl - 5-j #/6, : < ç #1 J «ytli 

et, coiniiie f/9, -z. f{ h \ di, 

i f(i\ :r, i % »f 1 /'< ft J tffi 

OU 

I /. 0 J1 — O ft 1. 

ff /" < 6 ) 

- .rr'tr'TTT; ' 

on a donc la rttarhr ((^) sam f/undrature^ i*i la rourhe ( C, > 
>’en déduit de .suite par les relations 

t - P O, tji /*< 0 I 


Dans la pratique, lorsqu'on \etit itiipriiiier aiii deui figures 
F et F, deux inouvemeiils liés par une cerlaiiu» relation. i»n 
cherche les courbes [(]) el( Ct ) corn^spondantes; ou les réalise 
malériellemenl et on les assujettit a rouler l une sur riiuln* en 
introduisant un frottement suffisant à leur point de coiitari 
^généralement on arme les <leux courbes dcî dents pouvant 
s’emboîter les unes dans les autres; |on a ainsi (fuistitiié des 
engrenages ). 

Exemple, i ’ Si ((]) est une spirale logarithmique de 
pèle O coupant les rayons sous fangle constant V , ((^, ) sera 
une spirale logarithmique égale d.* polo O'. 

‘ji** Si (C ) et ( C, ) sont deux courbes roulantes correspon¬ 
dant aux équations 

s /1 0 ) rl ^ ( 0, ^ 

on en dé duira en vertu des formules précédentes une infinité 



t iû ClUrfTiE V. — ÉTUDE AFFftOrONDIE DU MOUVEIIENT, ETC. 
de couple» de courhe» roulaiile» (C el.(C " ) par les équatioos 

t = f i H 0 », i /I 0| ), 

H étont If fl noifibre quelconque. 

IV* Si ((]) e»l une ellipse de fojer O dVqnalion o = 
dont h* denii-ffrand axet*sl // 00,, (C| ) sera une ellipse 
égale de fo\er O, d'équation pi » . i à chaque instant 

et ((i| ) sont swnétriqiie» par rapporlà leur tangente com- 
iiiune en I. (^ela |Mîiit se déduire des formules précédentes, 
mais indirecteiiient cela se rattache à Texemple 3 “ (contre paral¬ 
lélogramme articulé) (pie nous avons traité au début du Cha¬ 
pitre \ ( st'ction A, voir ). 



CHAPITRE VL 

trODB DU MOOfBIIElIT rUH CORPS SOUDE (•utte h 


hElXIÈMP: PARTir. 

MouTemant d*im tolida a]fant un point fixe. 

Pendiiiil II* iiioiiMMiietit, toiii ikuiiI du ct»rp.s à uitiMlis* 

tance c(m>tanle du poiiit (ixe U. ICii pnrtic'idicr, une îipliêre 
qu(dconqiie fie centre ü ^nr elle-uif^nn» pfunlnnt le tiiuu- 

veinent. liiW’iproquenieiit. ni une .-^|d»»'‘re du eerps solide Kli.M. 
sur elle~in«'^iiif‘. le ceiitri» «le <:f*lUî .spln re es| un peint ftxv du 
corp*» solide. Le mou veinent «run l(*l ci»rps sidiile «‘si «Ifuic le 
iiioiiv(*meiil d’une* sph«*re mobile glisviint sur iin«* sph<’*n* liie 
fie iin'ine (*«*nlre et de inthne ravoii; e’«*si une sort»* «le g«'*n<^ra- 
libation du mouvement friiii plan Mir un plan. Daiin la suite, 
nous supp«)sf*rous fpi'on a cluusi une frus pour l«Mjles l«* f i«\on 
de la splién* coiisi<l«'*rée. 

Comme le point O a toujours une \il<»ss«* nulle, le m«>iive' 
ment iiistanianc est loujotirs tin<* r(»talic»n «lotit Paxt* passe 
par O. 

Soit I le point où la din*cti<»n positixe de Taxe (direc tifin du 

vecteur rotation m ) perce la sphère. Le point I et le point ï\ 
diamétralement opposes à 1, sont les seuls points de la sphère 
moliiie dont la vitesse s«>it nulle, en supposant «e o. 
point I est dit centre instantané fie rotation sphérir/ue ( ’ ) 


(') I fiWi ind<‘tcrmia<^ qui* u» «s tuui fMiiut <l« la à c«*l 

in»tiint, ur%* xitesse oullr. 
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i3« 

Ltt vitesse V* ifun potol M quelconque de la sphère mobile 
est perpendiculaire au plan diamétral OIM. Donc le grand 
eercle passant par I e/ M est normal en M, à la trajectoire 

de M. De plus, si B est Tiingle lOM, oii a 

N u M H «tlQ 6^ 

H élttfil le rayon de la sphère. 

49 



( 40 iislilèi'oii> de même nue courbe [c) sur lu sphère mobile, 
(^uaiid la sphère se dèplact*, la courbe (c) n une enveloppe (C) 
située sur la sphère fixe. Soit P le point caractéristique de (c) 
à rinstanl /, «'‘est-à-<lire le point de contact de (c) et (C) à 
rinstnnt /. lairsque lu sphère mobile se déplace, le point 
caractéristique P se déplace sur la courbe (r ) en général; il se 
déplace d’autre part sur la courl>€ ((4). Ih? mouvement de P 
sur (C) est le mouvement résultant du mouvement de P sur la 
courbe (r) et du mouvement de la sphère mobile. 1^ vitesse 

absolue \\, du point P i*st dirigée suivant la tangente .PT à(C): 



trm» 00 Houviittirr d'on coRn souoi < suirt . 


i39 


vitesse relative V, est dirigée suivant la même dmite. 
puisque (C) et (ri sont tangentes en P. Donc sa vitesse d'en- 

Iraineinent nulle ou dirtfi[ée la dn>ile PT. Eu 

ioul cas, le grand cercle normal anr courbes (r ) ci (C) au 
point P passe fuir I. 

De plus, si s el S sont les ab>cit*ses iiirviligties de P sur (r) 
et (G) — ces deux courbes éUinl orienlt^es de manière i/ue les 
demi-tangentes positives en P coïncident les valeurs algcV 

briques de et V,. sur la demi lan^enle positive eu P ^ont 


\ 






t/j 

iU* 


d'où 



t/j 

7/7 


»/( s t \ 

T( 


H fin 0 .ti> 


0 <^tant Tan^le lOP. Eu f^/uwral, le ptunl P ii esi pas en I, 

doue 0 ^ iu \ r / O. n csi pas eonstant ; les courbes (r ) 

el (( 7 ) glissent riiiit* sur Taiitre. 

Mais si l’on considère b*s c«uirbes et 1 ^, lieux <ie I sur la 
sphère iiudulc et sur la sjihère fixe, le rnisonneiiient (»rèeèdt»nt 
montre que ces deux courbes sont amstamment tangentes 
et <|ue Im roule sur \f (la définition du nMilenienI pour des 
courbes gaii<'hes étant la même que p*Mir les ('fujrbes planes ). 
Im est la roulante sphérif/ue: If In base spliêrif/ue. Ee 
cùne r,,, d»* sommet O et de base 1 ^ nulle sur le eone T/de 
sommet () et de base Ij. 

Dans le moiivemenl inverse Taxe insianlané ne change pas, 

mais le vecteur re esi remplacé par le vecteur opposé, I est 
remplacé par P diam<*tralement opposé, de plus, les sphères 
fixe et mobile avant échangé leur rôle. 1 ^ fsl remplacée par 17 
symétriqui* de If par rapport au jkuiiI O et 1 / est remplacée 
par sytuctriqiie de 1 ^ |>ar rap|K>rl à O. l^*s cônes l\„ et 
s’échangenl. 
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Danii le iiicitiveinent direct ou in%'ers(% si l'une des courbes 

Vfn I f se ri^^duit à un point (c’esl-à*dire si la direction de a» 
reste; invariable dans le corps mobile ou dans Fespace fixe). 
Tautre se ri^diiit aussi à un point, les deux cônes et Tm étant 
dans ce cas réduits à deiii; droites coïncidantes (se reporter 
nu Chapitre III : Applications cinématiques de la composition 

dc!s motivemeiils, 5 "), car la direction de ci> est invariable à la 
fois par rapport au corps fiie et ani corps mobile dès qu'elle 
Test par rapport à riiii (|uelcoiiquo d’entre eux. 

On voit donc* que les [iropriélés diflérenlielles du premier 
ordre du m(iijveiii<»iit (rime sphère glissant sur elle-ménie 
généralisent très siiiipl(uiH*iit les propriétés analogues du mou- 
veinent (rmi plan glissant Mir liii>niéme. 

Nous allons Noir ijii’oii |icul faire une généralisation ana¬ 
logue pour les propriétés du second onire. 

Fig. Su. 



Détinisons d'abord la courbure sphérique d'une courbe (C) 
f riK'ée sur la siirfaci*. I\)ur cela, considérons en chaque point M 
d(» ((4) 00), le grand cercle F, passant par M et normal 

en M à ((*). et le grand cercle F, tangent en M à (Cl. Lorsque M 
varie sur (C), le grand cercle (Fi) a une enveloppe il) qui est 
dite dèi^hppée sphérique de ta courbe (C). Si est le point 
où (Fl) louche (A), l'arc de grand cercle MP est le rayon de 



ÉTüot OU MomFCifefrr d^üh cotrs souhe tiuiTi», ili 

courbure sphi^riqiie de (C). (à) est rinler^ection de la sphère 
et de la surface polaire de la courbe (C) qui est iiti cône. 

Si IVio considèn^ la sphère mobile dèliiiie juir les (grands 
cercles (l'i ) et ( T^). ou pcMit étudier le luouveiuent de cette 
sphère mobile qui glisse sur elle-iuèiiie. C<itiime le point M 
décrit la courbe (C), le c. i. r. sphérique se trouve sur le grand 
cercle ( l'i ). De plus, coiiiiiie {l\ ) a pour eineloppe le c. 
i. r, se trouve sur le grand cercle noniial à \1) tnt point I*; 
donc le c. i*. r, est nu point V. t'.eci iiioiilte que la base est 
la développée (A); la roulante e^t le grand cercle ( 1'» ) ; le 
grand cer le normal à une ctiiirlie sphérique roule dom* sur la 
développée. 

propri<'»tt'*s (*t le iemitie relatif à la eoinposittoii «les 
roUilions iiistantafu'u^s (Nuicoiirantes en O pennelleiil d'élenflie 
sans dinirijlté aux roulettes et aux «*ii\idoppes s|dM'*ri(|iies la 
construrlion de Saxarv tlonnce au ('diapitK' \ (seetioii H); 
dans i’éiioncf* et dans la justilit ation de relit* coiisirm lion. it 
sujfit (le rentplitrer pat tout les (lr*>ites jutr des grands 
i'ercles . 

On ptMil aussi gcniéraliser ptuir les emirbtvs spluTiques la 
notion de poini <riiil1(*\ioii ; t»ii ilira qiriin point M est ptont 
d’infl(*xi(»n tl'une t ourbe i ( l) si h» plan osenlaleiir à la eourbt» 
au point M passe par le t t'iilrt* ( > tb* la sphère (* ). ( )ii peut alors 
chercher le lieu des ptuiils tie la sphere iiitdiile tjui. a l’ijis- 
lanl sont points triiitlexion sur leurs liajet lturi*s. l jt tel 
point M est déliiii |)ar la |>rtipriélé tpie le jilaii intuié par O 
parallèlement aux xecttuirs \ili*sse t»l accélération tIe ce ptunl 
passe par M. 

Si Ton a pris tles axes rectaiigulair<*s ().r>'C liés à la sphère 
mobilt% les coordoniiéi*s x, z tb* M tbiiis ce syslcine d’axes 


P ) La pm>jecli«n de U courbe a.i à partir d<* t», »iir un plaît <|ui>l4 <m4|ue. 
non parallèle k OM, possède alors un p<»înl d’ififlr\M»n au projection 


de M. 



t4^ CHAFITKC Vl* — trVO€ DU MOUVEMCNT D^N CORPS SOLIDE c SUITE . 
liée» jwir 1» relftlîou 

^ V ,, r , 

f I I y \y Vy O. 

5 V, r, 

V I, \ ^ r «Hanl les composantes de la vitesse de M, T,., Vy, 

r, celles de son accélération. 

A i iiislaiit /, ces six c|tjanliu'*s son! linéaires et homogènes 
<*ti J, ^ (‘)î doïïc réqiialion (i) est en général homogène 
et du troisièiiK* degré «'ii .r, z; elle représente donc un cône 
du troisiiune degré de sotiiniet O. 

La courbe (pii généralise sur la sphère le cercle des inilexions 
est doue riutersechoii de ce côik» et de la sphère. 

Ou peut aussi chercher la généralisation du cercle des 
rehroussertieiiis : >i Ton ( oiisidére les grands cercles cjui, à 
I instant touchent hoir eintdoppc* en un point de rebrous- 
seuuuit, on trouve (-) coiiiiite lifui de c't» point de nd>roussem(uit 
la courlit* symetri(|(i<* de In courbe des inlh^xions par rapport 
À la droite 01. 

( )ii peut (uiltn delitiir, (^oiniiie pour l<» plan^ le iiiouveiiKHit 
epi(?vcloidal splt(*ri(|ue : c*esl le mouvement pour lecpiel la 
base et la roulante sont des cerch^s. Si Ton considère b‘s c ônes 
df» révolution de soiiimel O et ayant pour bases ees c errles. le 
luouveineiil résulte aussi du roulement (fiin de ccvs cônes sur 
Tautre. 

l/étmbf du iiioiivemeiit d‘iin solide autour d*un [)oinl fixe a 
de nombreuses npplieatiocis eu l)vnnmi(|iie. 

» ' ) Hii 4 f*n rflTot 

C .1 r .(w’.om)— u'.mM 

<|tti iirottVPiil .|ur Ir. rompoMilIr.» V., V^, V. aiiiM que l\, r, muiI 
linéaiis»'* rt en .r, i\ s, c«»or<lonnécs de M. 

< *) Voir H, ll|:uiuv el ti. Jt ijA, Kjrrrrices dt méranique^ I, n^îDO, p. 
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fiTUDe 00 H0ü?CMBIfT D‘011 CORPS SOLIDE sruir). 


TROISIÈME PARTIE 

MouTemant le plus général d*un corps solide. 

Nous avons vu, au (Uiopiln* il, ipu* le itiouvonuuil inslaii- 
lané d^in corps solide à rinslaiil f est en gt^ni^nil un luouvt? 
ment hélicoïdaL 

On peut chercher à ol)lenir des propricMi^s g(^)ii)élriques des 
trajectoires des points du corps à l'instant I, analogues à celles 
que nous avons trouvées dans les deux cas particulier*» f|u»* 
nous avons i»xiifninés précédeninient. 

Complexe des normales aux trajectoires à Pinstant (. - 

(Considérons d’ahoni les normales aux Irajfi loires d** l<»us h‘s 
points du corps à l'iustaut f. 

Par chaque point du corps, il passe une infinité de nor¬ 
males, situées dans le plan normal à la trajectoire du point 
considéré. Comme la position d’tin point du corps dépend de 
trois jiaraniélres, il scinhle donc que rensemide des normales 
dépende de quatre paramètres, c’est-à-dire que l<Mite firoite 
de fespace en fasse partie. 

Il n’en est rien, car si Ton considéré la droite du corps qui 
coïncide avec une normale à Pinstant celte droiu* étant nor¬ 
male à la trajectoire d’un de ses points, est normale à la tra¬ 
jectoire de tous ses points (ceci résulte du théorème démontré 
au Chapitre II : les projections des vitesses de deui points 
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d’un »olide sur la droile qui les joint sont égales). Cette pro¬ 
priété diminue donc d’une unité le nombre des paramétres 
dont dépend une minnale. On en déduit que les normales 
forment un complexe G^. D*atlleiir$, comme toutes les droites 
du complexe passant par un point M sont normales a la trajac- 
toîre de M, elles sont dans le plan II normal à la trajectoire; 
le complexe est donc linéaire. I>e plan II est dit plan polaire 
de M par rapport au (complexe C^. 

On peut encore dire que G„ est le complexe des droites de 
moment nul du s^*stéiiie de vecteurs ayant pour moment 

résultant en M, Vu et jioiir résultante générale le vecteur 

rotation fe. L’ax(* du complexe est donc Taxe central de ce 
système de vecteur», cVst-a-dire Taxe hélicoïdal instanUiné. 

En prenant des axes fpxyz^ liés au corps solide mobile, 
oc étant Taxe dn iiioitveiiieiit hélicoïdal instanUiné, dont les 
éléments sont m et /irü, on voit aisément que, pour qtril existe 
sur la droite 

t y ^ 6 s -e y, 


un point , Z) dont la vitesse (— f,> > , r,ix, uJt) soit ortho¬ 
gonale à D, il huit et il suffit que l’on ail 


■ ri <•) } -4- /ou 


• <1 ( /» 5 -4- y ) -»> />( 3 -4- yî » 


pour une certaine valeur <le z. 
Or cette relation se réduit à 


^ ‘ -- uy - 4 - 6/1 ti - o. 

5 sVn élimine. Il en résulte que si D satisfait à celte ndation, 
tout point M de O a sa vitesse orthogonale à D; si D ny 
satisfait pas, aucun point M de D n’a de vitesse orthogonale 
à I). (t) est l’équation du complexe C^, 

Lorsque /i o, ou lorsque s» O le complexe linéaire C,* 
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MS 

spécial. (Pour les nolioiis sur les eompleses linéiitr<*s» 
f»oir pur exemple Pîcanl. Tntilcd* lnahsi\ t. I, p. 4'^*.) 

Etant donnés un plan ijuelconcpii* P et deux points cjueP 
iHmqiies de ce plan M| et Mj, les plans pohiii'es II, etlUde M» 
et M, coupent P suivant deux ilroiles l>, et I>^ du complexe 
qui se c<»upent en iin point u. 

La vitesse de js à rinstant ( devant être normale à I), et Dj 
sera normale au plaii P. 

|ji s'appelle le pôle du plan P, le plan polaire II d'mi |a»int 
(|iielcoiiqiie M du plan P passera par \i coinine \ passaient 
déjà le> plans IL et 11^. Le plan polaire de ^ est P lui'même* 
Toutes les <lroil<*s du roinph‘\4* i»„. siiuét^s dans P pass<*iit 
par jLi. 

ix esi, en général, iiiiicpie dans le plan P. t hi ret'4>iinnil en 

» 

eflVt4pi4? si,4»fi 4lenx points flisliiH'ts, île P |f‘s vitesses \ 

et \ sont «irtiiogonales à P, la réduction, en jx, du svs* 

ténu» (/a. \ ,^ ) donne un V4»4:t4*nr <*» situé dans le plan P, nu 

nul. la* s\ sténie ( \ ) si* ré4jitil 4|on4* à un errfrur untt/ur (*> 

situé «laiis le plan P, ou a un roupie uni(/ue d'axi* \\|. Le 
point IX n\*s{ donc indêferniiné (vi il ri’sl alors coiiipleiement 
dans le plan P) cpie si, à l’instant /, le tnoii\etn<*nt liélii'oidal 

instantané se réduit à une rotntian dont le vecteur m est 
dans l\ ou à une translation perpendirulaire à P. Lt* 4*oin- 
plexc Üm» dans ces d4»ux ras, 4»sl spéi ial, p. est donc liiiui 
unique. 

Il y a réciproc ité entre (M,II) iriiiie j»arl et (p, P ) de 
rautre : si le pMe M de II est situé dans P, le pôle p de V est 
situé dans II. la droite Mp est rinti^rseijticui îles deux plans 
polaires (II, P). points M et p sont dits conjugués par 
rapport au complexe Cn¬ 
il en résulte que, si M est siuu! sur une droite qiielcf)ni|iie D, 
son pl%u polaire passe* par une droite fixe A. inierscction des- 


JVLMI 


10 



CMAMTIt Ytl. 


I46 

pian» polaires de deui points quelconques Mf de D. Les 
deux droiti5s I) et 1 sont conjuguées par rapport au corn- 
pUjce C/y. T(Mii point de I) a sou plan polaire passant par tk 
et tout plan passant par I) a son pôle sur A; il j a n^ciprocité 
entre 0 et A. Toute droiu^ rencontrant D et A appartient air 
complexe (i/,, et celle propriété caractérise les droites conju¬ 
guées. Il J a lieu (le noter que si I) appartient à Cn^ elle est 
coriforidiie avec A : les droites de Cn sont donc autoconjuguèes 
pur rapport à V*n* 

Hemarquons enfin que, dans les cas précédemment étu¬ 
diés du tiiouvemont plan et du iiioiivement sphéricjue, le*» nor¬ 
males aux troje<*toir(vs des points du solide à rinslarit / forrne^nt 
liieii eni'ore un complexe linéaire, mais c'(‘si un ('omplexe 
spècial^ c’est-à-dire formé par toutes les droites renï-ontranl 
une droite fix<* (pu («st Taxe instantané. La conjuguée d une 
droite (|uelcoii<pie I), n'apparUuiant pu» au complexe spécial, 
se confond avec Taxe instantané lui-nième. 

(e>nsidéron.H iiiaintenanl une surface (S) invariablement 
li(^! au solidi* mobile. l«or.s<pie le corps se déplace, rensemble 
des positions de (S) foriiu* une famille de surfaces à un para¬ 
métre. Soit (i) l'envidoppo de celle famille de surfaces. 
Soit M un des points où (S) touche (2) à rinstant /. 

Lor.sque lo temps vari«», M se déplace sur la surface (2) et 
aussi, (ui général, .sur (S). Son mouvement sur (2) peut éirt^ 
considéré (omine résultant de son mouvement sur (S) et du 
mouvenuuit de la surfact* (S). Or, la vitesse absolue de M est 

un vt'cU'ur V „ situé dans lu plan langent à (i) en M; sa vitesse 

V 

lelalive Vr est située dans le plan tangent ù (S) en M, (pii est 

eonfondii av(>c le pian tangent à {!). Donc, ou bien V,= o. 

OU bien V,. est située dans le plan tangent commun à (S) et (2). 
Le plan normal à \ plan polaire de M dans le c<miplexe ( 
e.sl normal à 2. 

Toute droite uormaie à \ ^ est une droite du complexe 
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Il en est tiinsi en iKirticiilier de la normale coiiitniitie aui 
deuT surfaces en M. RéciprtMjiieiiient, si une noimale à (S) 
en un point M fait partie du campfexe le pHiii M est un 
point de contact de (S) et U suffit, jmtir le voir, de 

r<*preiidre le raisonnement pr^ci^denl en sens inverse. Si en M 

■ 

on a O, c’est cjiie f 4 ,, est s|Hkrial et que M est 1111 point de 

Taxe instantané de rotaticm. La norinalt* â S en M appartient 
encore à Cn* 

Soit Ojcyz un SYstt^me d*iix<*s rectanfînlnire** attnrln^ au 
Mdide incibile. Suit /{jr, v, z) . o rt^ijuaiion de la surface (S) 
dans ce système d’axes. La courbe <('. ) suivant laquelle (S) 
touche (i\ à riiistant t est donc définie par la ndalioii 

‘ * / r * »/ % ^ ♦ : / : “ 

[jointe à IV<pialioii r o], iv, 1 ,, C; étant les com¬ 

posantes sur Oj't'v «le la vitesse d’un point du solitle de cof>r- 
données ./ . y, w. 

Supposons eu particulier que la surface (S) soit un plan P. 
Soit A In caractéristi(jue de ce jdan ; les normales ù V le hui^ 
de A vont toutes passi*r par le point â I infini iliins lu direction 
perpendiculain* â P. (’euiime ces droites diox eut uppartmiir au 
complexe linéaire (j„, elles doivent éln* ilans le plan [udain* 
par rapport a du point à 1 infini dan** la *lirection perpen¬ 
diculaire au [dan P. Donc A est â rinlerseelioii <le P et de ce 
plan polaire. Dans ce cas, la droite conjuguée de A par rap¬ 
port h C„ est orthogonale à A piiisiprelle est perpendiculaire 
au plan P. (^’i‘st la pcrpemliciilaire â P. au pôle p de P. 

Complexe (If dei tangreniet aux trajectoirei à rinstant t. 

Nous avons étudié rensemble des normales aux trajectoires a 
rinstant /. On peut aussi étudier reiiseiiible des tangentes. 

Partout point M du corps passe en général une laiigeiile à 
la trajectoire de M. Donc, le nombre de paramétrés dont 
dépendent les tangenU*s est le nombre des paramétres dont 
flépend M. c’est-à-dire D’ailleurs, ce nomlire ne se réduit 
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p««, car une droite tangente à la trajectoire d'un de ses points 
n’est pas en général tangente aux trajectoires de tous ses 
points (*). 

Donc, les tangentes aux trajectoires à l’instant / forment un 
complexe Cf On peut transformer la définition de ce com¬ 
plexe. 

Kii effet, soit MT une droite de C/, M le point où cette 
droite est tangente à In trajectoire de M. Si Ton considère la 
droite conjuguée de MT |)iir rapport au complexe linéaire €« 
(c’est-à-dire la droite par la<|uelle passent les plans polaires di* 
tous les points de MT), cette droite est dans le plan polaire 
de M (jiii rresl autre cpie le plan perpendiculaire à MT en M. 
Donc la droite eonjuf^uèe dr MT par rajiport à Cn est 
orf/ioffonafr à M F. 

Hécipr(i(|ueiii(*nt, si une droite IJ est perpendiculaire à sa 
conjuguée par rapport au complexe C,,, c’est uni* droite de Cf 
(omme on le voit eu reprenant en sens inverse li* raison¬ 
nement précéilenl. On |>eiil donc dire (|iie le complexe Ct est 
le complexe des droites ortho^omtlrs à leur eonjufj^uèe par 
rapport à ('„♦ f^elte pr(»|»riété montre tout de suite <|iie l’en¬ 
semble des droiltvs nmjuguées des droites de (', n’est autre 
que complexe O, lui-méiiie. 

(Amsidéroris. d’autre part, rensemble des plans tie l’espnct* 
mobile; ces plans dépendent di» trois paramétres, (’.haciiii 


i( M M ri M' élAitl ilruY piiintv (li^linclu, cruiir tiruilr D. sup{>OM>nH (|tir V>| 

suit porté p«r TuiJiquc l’on « >'«■ Vn-e | ] on >oil qur Vjn — \ 

rsi ortlio^oriai li MM', r‘r»l à <tirc à l>. sauf >i c» r$t nui ou fforté fxtr I». 

Hor» crn deux t an, Vu* uVsl ilonr fwis porlé par H si Vu IV#l déjà. Si ta rsl 
parlé jmr 0, h iiVsl auln* qur Taxe instantané. Si ta - o, Ir mouvrniriU 
instaninné mt iinr traiiHtation parallèle à l>, el les Unÿ:eiitrs aux lrajr< - 
toirri •*r réduisenl aux droites {uiratlèlt'^s au vrrteur Iranslalioii qui dépen 
dent aruteinriit de deux paramétré». 

Ku déftuitivr, hors te ea» de la translation instantanée, les tangentes aux 
trajrrioircs dépendent bien de tr«»is paramétres et, $aa/t'axe instantané. 
une telle droite nVsl tangente à la trajectoin' que pour un seul de »e> 
point». 
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d eux louche son enveloppe suivant une droite A, el deux plans 
quelconques distincts n'ont jamais la im^nie caractéristique M')- 
Les droites A dépendi^nl donc de trois pâmmètres el furmeol, 
par conséquent, un complexe. Ce complexe ii est autre que C,. 
En effet, la droite conjuguée de A par rapport à C„ est le lieu 
des p^les des plans passant par A. En particulier, la conjuguée 
de A passe par le pôle du plan mené par A perpuuliculai- 
renient au plan P dont A est la caractéristique; or. ce point 
est à riniini dans la direction perpeiulictilatn^ â P. Diuic. la 
conjuguée de A est perpendiculaire à P et. en particulier, 
orthogonale à A. ee qui montre himi que A est itm* droite du 
complexe 

Cherchons Tordre du complexe C,,. l‘ot-â-dire le «legrV» du 
com* (Migendré pur h‘H droites de (|tii passent par un 
(mini S(.rt,, z^^ ) du corps. 

Pour avoir l’éqiiati^m d<* ce cône, il Huflil de tnuixer le lif*u 
des points M dont la iut(‘sst* yst fliri^èe su liant SM (^). 

Prenons coin tue axes liés au corps solide niohile des 
ax€‘s ()./tels c|iTà Tiiisiaiit /, s«iil confondu avec Taxe 
tnslantané du mouvement. Si est la iiie*»iïre «lu vecleiir rota¬ 
tion sur ( ) :; à ISnslanl /, h le pas réduit <lii iiiouveiiieiit héli- 
<’Oïdal tangent, on a, pour les composantes de la vitesse en un 
point M, 

r , - . 

r, 

i'. /if,». 


Si la viUîsse do M est dirigée suivant SM, on a 

r — Tu ^ y —,i'f. Z — gt. 

— (•> »' MX h O* 


(V» Or 1rs %iirs#rs <tr»i fHMfits <lr X. drsiinl ^trr il la (um (imis 
deux plans, s#»r 4 ietil suivant 1 <|ui iirrail Taxe lirlicoitlal inatatiUnf : 

il V a donc exception pour les plan* contenant Taxe hélicoïdal instantané. 

P) Si « O la question ne »e po»r pas. on a su au (Mraftniphe précédent 
qu’il n’y a pas de complexe C,. 
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supposant yé o comme nous l’avons dit; jiosons 



). éliiiïl un p«*iraméiri*. On tire de ce^ liquations 

.rfe T' /. Vu 

J- ,■ -, 

I A- 

I (, ~ À ./•«, 

y ^-, 

I A' 

Z ^ h À. 

Ia) lieu de M est donc! une cubique gauche |inssunl par S (* ). 

Donc, le lieu de SM est un c<^ne du deuiièmt* degré, ce qui 
inonlre que le rompleae C/ est du second ordre. On peut 
déinonlrer que la courbe du complexe (1, dans un plan quel- 
conque P est une parabole : c’est Tenveloppe des droites de 0/ 
silué(‘s <lans le plan; li‘ foyer de la parabole est le pôle jjl du 
plan I* dans le (*oiii|>b?x<» In tangente au sommet est la 
« aractérislique A du |)lan P. 

^ » 

< .onsitiorons ou «•fl'ol \ |>i>rp(‘n«lii-ulRire üii ;ji à I* et cher- 

.... n» 

choiis \ Vf (Hnnl iin point qu(‘l(.um|iie «l« A. P<»iir cela 
«lôcomposouN M. il’orifîino ,u. on <.>, siliié dans P cl Ci.j orlho- 
Konal à P. On aura \ j| <*n ajoutant à \ los niuniont.t de piW) 
et par rapport à M. Cvs nioniont.s sont, run ortliugonal 
A P, l’autre sitiK^ «Inus P. Or Vf «'tant sur A, \ l est sifur dans P; 

■■V _ 

il en résulte (|ue \ et le moment de ps», en M sont nècessai- 
rement opposés et cpie V,, se réduit ou moment de en M: 

) Si h ' n la rubiqut* ilfg^npre rn : 

fia coiiiqup qu’on obtient m faisant h a o dans Iri. équalioii*i de la 
t'ubiqur ; 

f Taxe axe de la ndalion in»lantané<\ pour chaque point M duquel 
la vilesar, étant alors nulle, peut être i onsidérée comme diri«;èe ftuivant SM. 
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ce inomtml éUnl orlliogoDal à fiM, la droite dcdi qui porte V 
est orthogonale à pM en M, elle enveloppe donc une parabole 
de foyer p, dont A est la tangente au %omniel. 

Courbet ajmhX une enTeioppe. - Noiks avons t^udié Teuve- 
loppc d’une surface liée à l’espace mobile. On peut aussi se 
demander si une courbe de cet espace a une enveloppe. 

Soient 

^ r ^ -r< U ». 

» C » * I ~ 1 { H K 

f Z rzi Z ^ U ^ 

les équations d’une c<uirbe {(\) en fonction d*uii paniinélre u. 

Si (0) avait une enveloppe, au point rararlériHti<jijr M a 
l’instant (, la vitesse d’eniraîneineni devrait être tangente 
à ((^), car il en est ainsi des vitesses absolue et relative de M ; 
ce qui se iradiiil par les relaticms 

•T 14 _ y U __ 

-fut' «ii.r /un 

On a donc dinix équations pour déieriniiier le paramétre u 
du point caractéristique. (les deux écpialious sont (*ii général 
incompatibles. Donc, une eourhe /^uelrtuufue de respace 
mobile n\i pas d'emeloppe. 

On peut alors se proposer de cherclu'r leN courbes qui 
admettent une enveloppe. Kn un point cai*arlérisliqiie iriiiie 
telle eourbe, la vitesse d’enlraiiiemenl doit être portée sur la 
tangente comme la vitesse relative*. Donc, si .r, z sont les 
coordonnées de ce point, .r. y, z seront des fonctions de i 
satisfaisant aux équations difiéreiiüelb’s 

dx dy dz 

dt di _ fU _ 

: ^ qz ^ry r, rx - pz ^ ^ py qx ’ 

;• Îÿ />? ^ étant les six quantités qui déliiiisseiil le mou- 

veinent du triédre mobile. En introduisant comme variable 
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ftuliliaire la valeur commune A de ces trois rapports, on 
démontre que le problème se ramène à rintègralion d’une 
équation de Kiccati par quadratures. 

Cei deui équations peuvent encore s’écrire 

// p' r,rjT — 
dx ^ q Z — r i ’ 

^ P y — y 

dx ^ \ A- q Z — r p * 


les seconds iiieinbres sont des fonctions du temps par Tinter- 
fiiédiaire de y>, </, r, y^, J. En éliminant le temps entre ces 
denv équations, il restera une équation ( * ) de la forme 





y\ 


d r dz \ 
dx ^ dx) ~^ 


c’est-à-dire une seule équation dilTérenlielle pour déterminer 
les (b'iix fonctions inconnues j'(.r) et ). On peut donc 
prendre nrliitraireiiient une de ces fonctions; Tautre sera 
déterminée [uir une équation dilférentiellc ordinaire. Donc, 
//*.t rourhrs de respace mobile qui admettent une enve¬ 
loppe dépendent d^ane fonction arbitraire. 


Surfaoaa axoldes* — Lorsque le temps varie, l’axe héli- 
(uiïdnl instantané se déplace dans Tespace fixe et y engendre 
une surfaci* arohle réglée A/; en général, il se déplace aussi 
dans Tespace mobile et décrit dans cet espace une autre surface 
avoùlf» réglée A,,,. 

V l instant I, les surfaces et Ay* ont en commun la gêné- 
ralricf» rectiligne A. Elles sont de plus tangentes en chaque 
point <ie A. 


(M t.rllr en clitique poinl M,(x*. V#. ), un cône y 

enaeinlri^ juir le verleur dx, dr, dz Usu fl«' M et s.ilisfai\ant il Téquation. 

e.t cône nV^t üulre que le eo/ie enf;endré par tr i^rieur \\ du point M,, 
tor$qar le temps tntrie le^ courtier <t«>uèes dVnveloppe sont tangentes aux 
cônes y de tous leurs points, la tangente en chacun de leurs pointa appar¬ 
tenant au cône y de ce point. 
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En effet, considérons 5i ) une couriM* C«t imcée sur U 
surface Im et invariable sur celle surface. Soit M le point 
de Crr, qui se Irome sur A à Tinslaiil (, Lorsque I varie, le 
point M se déplace sur D’autre pari, il se déplace par 
rapport au triédre fixe, et, comme il est lotijoiirs sur A, il 

décrit une courbe C/ tracée sur A/. La vitesse tibst^lue \ de M 

est porti'C sur la tangente en M à sa vitesse relative \ , est 
portée sur la tangente en M à enfin, c<unme \i esi sur 

Fig. n. 



Taxe instantané A, sa vitesse d’eiitraiiieiinMil \,, «*st portée 
par A. 

Donc les tangentes en Ma i\f et et Taxe A sont dans le 
même plan. Comme, d’une part, A et la tangente à Cf déter¬ 
minent le plan langent en M à A^. et d’autre jiarl, A et la tan¬ 
gente à Cm déterminent le plan tangent à Am* on voit biim que 
ces deux plans tangents sont confondus. 

Les surfaces Am et A/ se raccordent donc le long de A; en 
particulier, elles ont même point centra L ménie plan central^ 
même paramètre de distribution^ si Time est iiii cylindre, 
l’axe héjtcoïdal a une direction fixe par rapport à Tiin des 
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tfièdres, mobile ou fixe, celle direction est donc fixe aussi par 
rapport à l’autre Irii^dre, par conséquent la deuxième surface 
axotde enl aussi uii cyliiidre. 

De plus, si Ton considère à chaque instant le triédre 0x0 
ayant un sommet fixe O etéquipollent au triédre mobile ox>'5, 
le mouvement instantané de ce triédre est une rotation d’axe i 
parallèle à Jt. Donc, d’apn's ce que nous avons vu précé- 
ilemment (r 4 hapilre VI), le cône décrit par i dans l’espace 
mobile Ox, >'« roule sur le cône décrit par i dans l’espace 
fixe (OXYX). (^eci moiilre que les aufiles de A avec les généra¬ 
trice^ infiniment \oisiiies A, et A, des surfaces A^ et Ay^ 
(A( et A, cciïncidanl à l’instant t-hdt) sont des infiniment 
petits équivalents. Ke liiouvement d’tintt sphère liée à ()x| >',5| 
glissant mit une sphère fixe liée à OXY/ s’appelle la repré¬ 
sentation sphérique du mouvement de oxyz par rapport 
à OXY/, 

(Cherchons s’il existe sur A,„ des courbes ayant une euve- 
lt>ppe située sur A j . 

Soit nue telle courbe {fig^ 5i ). Comme elle reste cons- 
tiiiiuiient tangente à la surface A/, le point caractéristique 
de s’il existe, doit se trouver à l’instant t en M, point 
où Ci,ri louche A/. M est le point où C,„ coupe A. Donc Cy^. 
enveloppe de C„», doit être tangente en M ù Cm. c’est-à-dire 

■m V 

que V„ et V, doivent avoir même direction. Or, comme 

V w. 

ce*‘i ne peut avoir lieu que dans deux cas : 

I*' \ r Cl \ r ont mémo direction, autrement dit Cm est tan¬ 
gente en M à A. Donc A doit avoir pour enveloppe Cm dans 
l’espace mobile; Am doit être une surface développable^ 
Cm étant l’arète de rebroussement. Dans ce cas, C/ est aussi 
tangente à A, donc A/ est aussi une surface développable 
d’aréte de rebroussement C/. De plus, les courbes Cm et C/ 
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oui même plan usculaieur en M, puisque Àm A/ soui Un* 
gentes tout le long de A. La vitesse de M étant ^ o en 
général, Cm glissera sur C/. 

Comme cas particuliers, il se peut que Taréle de rebrous¬ 
sement Cm se réduise à un point. Am est alors un cAne ou un 
cylindre tangent à A^ le long de A. Il se peut aussi (pie («/ se 
réduise a un point; c'est alors A/ qui est un vùne ou un 
cylindre et le mouvement est le mouveiiienl inverse du pré* 
cèdent. 

Ëniin, si Cm et C/ se réduisaient au mêim* point, A^ et A/ 
seraient des cônes ou des cylindres de même soiiiinet : si Am 
et Ay sont des c<^IU‘s. on a le inoiivement sphérique étudié 
précédemment. 

a® V’^^==o. Le mouvement instantané^ est altaw, tfuel efue 
soit /, un mouvement de rotation. 

Pour tout point M mobile sur la surface Am et se trouvant 
sur A à rinstant (. cm a 

üs m 

V. - W 

Donc toute courbe Uni de la surface Am a une enveloppe Cy 
sur Ay. De plus, si 5 et S sont les nbsriss(*s curvilign(*s de M 
sur C/n t^t Cy respectiveinoiit, on a 

f/j //S 
dt "" ift * 

Donc Ca„ roule sur Cy. 

Les deux surfaces Am et A/ se correspundimt donc de telle 
sorte qu’à toute courbe de rime corresponde une courbe de 
môme longueur de l’autre; Am et Ay sont donc* applicables 
l’une sur l’autre. 

Remarquons cjue, dans ce dernier cas, les complexes C/» 
et C|, définis précédemment, se réduisent à des complexes 
linéaires spéciaux, l’axe de C, étant la droite de l’infini dans le 
plan perpendiculaire à l’axe de Cw 

Plus ptrliculièreincnl. il peut encore se faire que V,:.--o, 
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ÏBh mrfBCf*» âm et â/ étant de plus développables. Alors le^ 
doux arêtes de rebrousseinenl C,,, et C/ roulent Vune sur 
Vautre. De plus, dans la représentation sphérique du mou> 
vement, les rieiii: des points où d perce la sphère fixe et la 
sphère mobile sont évidemment ici les indicatrices Fm et Fy^ 
des tangentes de et (]/. Or, on a vu que ces deux 
courbes F«, et Vf roulent toujours l’une sur l’autre. Si j et S 
sont les arcs des courbes et •s et i. ceux de leurs 
représentations sphériques F,„ et F/ : on a donc 

ili _ 

7 // ”■ ///’ 

th dï. 

dt d! ’ 

d’où 

di _ dS 

ds ^ #Vv ’ 

ce (|ui montre <|ue v\ i .f ont même courbure au point M. 

Hemarqtioiis enliii que, dans les circonstances précédentes, 
si A#,, est un câne ou un cylindre^ \f est un cône de même 
sommet ou un cylindre parallèle et réciproquement. 

Récapitulation des mouvementa. -- Nous avons déjà défini 
dans Tespace le roideinent d’uin» courbe ( sur une courbe C,». 

On dit <|u’tine courbe O, roule sur une surface quand 
est conslnminenl tangente à S,, et quand C, roule sur la 
Courbe lieu du point de contact M sur la surface S„. 

On en déduit, inversement, la définition du roulement d’une 
surface sur une courbe. 

Knfin, on dit qu’une surface S, roule sur une surface S,, si ces 
deux surfaces sont consinininent tangentes et si les courbesCi 
et lieux du point de contact M sur S, eiSo respectivement, 
roulent l’une vMir faiitre. 

Dans tous les cas où il y a roulement d*unc multiplicité sur 
une autre, on voit que le fmint de contact des deux multi¬ 
plicités a toujours une vitesse (fentrntnement nujle: ceci 
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exige que le mouvement d'entrainement soit tangent à une 
rotation^ Vaze instantané passant fmr le point de contact* 
Il ne peut donc v avoir rotilemenl d^ine muliiplicili^ sur une 
autre que dans le cas, prc^cédeiiiinent étudié, où le mouvement 
du Iriédre mobile est constainineut tangent â une rotation ( * ), 
Enfin, p<Hit-il se faire que deux surfaces S| et S„ roulent 
l’une sur l’aulrt'. en étant en contact le long d’une ligne L, la 
condition de roulement étant satisfaite en chaque point de L 
(roulement linéaire)? Comme l’axe instantané doit passer par 
tous les points de L, L n’est autrt' que Taxe lui-méiiu». Ia^s 
surfaces S„ et S| sont les surfaces A,„ et I)<»nc !<• roulement 
linéaire de deux surfaces n’est possible qm* si ces surfaces sont 
réglées et appli<'abb*> l’une sur ruulre. Si Tum* est dévelop¬ 
pable, l’autre l’est aussi. Si rune est un 4 Ône, rautre est un 
cône de même sommet. Si l’une est un olimlre, rautre est un 
cvlindre parallèle. 

Application. — Mouvement du frirdn* de Fvrnet d'une 

courbe gauche. Soit 'P(M//i/>) le trièdre de Krenet en nu 

*■ * 

point M d’une courbe gauche )» Si /, n, b sont les 

vecteurs unitaires pf>rlés sur les axes M/i. Mô, on a la 

formule 

I • >t -4- J* f * y n ztf, 


P éUint un point de coordonnées .r, z dans b* trièdre de 
Erenet. Nous désignerons le temps par la lettre u. 

La \itesse d’entrainement de P a donc pour expression 


r/P r/l* th di d\\ dt dn 

du dt dit iln dt dt dt 



(S -^t)” 



(*) lx»rî><|u‘un<* drs tiiultipltf itr*» rotilünifs «•«'i utir «mrfîitr, ofi <i<'4 (impose 
—► ^ .^ 

la rotation instantan/’r Mu ni <teu% parties : Tune tiortnair ài la «tir* 

face, ftappelle l< pivotement: lautrc taiigmtr à la surfare, ii*ap|M‘lle 

Ir rouJemênt pur. 
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R et T élani les rayons <le courbure et de torsion de C au 
point M. Celle vitesse peut se meltn* tout de suite sous b 
forme classique 


II) 


du 


Vm- 




Kn posant suivant l’usage 

W -P- .► > 

(O pt qn A- rb, 

- - > -V 

MP jrt y n -f- s A, 

01 on idenlKinni los deux membres de ( a), il vient 


P ^ 


1 tis 
T iin ’ 




I dâ 

' â dit* 


Clierehons« par exemple, le pôle fx du plan osculateur dans 
le complexe des normales G«. C’est le point où la vitesse d’cn- 
tralnement est parallèle à M6, c’est-à-dire qu^on doit avoir en 
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ce point 


s - O, I - - - = O. 


K T 


JT z= O, S O. r = R : 

c’eî>l le centre de courbure jjide la courbe. XAii'uraci^risiiijur 
du plan oscutaieur e>t la droite lieu i\vs points dont la vitesse 
dVQtraÎDcment est située dans ce plan, l'/esl v <» avec 5 : o, 
soit M^. La conique du complejir Ci située dans le plan oscil¬ 
lateur est la parabole de foyer p. de tangente au somiiiet Mf. 
La rotation instantanée a pour coiiipctsantes 


lorsque s = u^ c est-à-dire lorscjut» la vitesse dt‘ M est riiiiité ( ♦ ); 
donc la direction de l’axe instanttné est 


It T 

c\‘st la direction de la caractérisliqm* (ilioite rertÜiante) du 
plan recliliant \ltb, 

l/ax<* hélicoïdal instantané liii-niénie a pour «‘quations 

y y 


1 H 


exprimant que In vitesse de P(t. v. j) est parallèle à ce; ou 


^ |{ ^ T "" 


^Il est, bien entendu, ainsi que A, in«h’‘pciidant de • j 


I>anf l«* ca9 général on a %u qu** 


^ ~ T dtC 
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On trouve au!>»«iitAt que le pa^ réduit du iiiou^emenl héli- 

eoïdal tangent h rr- "f â * 

On voit iiiiinédiatiMiient que H e^^t une droite parallèle à 
ta droite rectifiante ineiiée par un point A de Mn tel que 


HT* 

H*- 4 - I** 


Evifieniiiietil, 


Si x M }1 H. 


El) droite à eiigendreni dans le trièdre mobile un 
conoïdf* ùkni (tyant M//> pour plan dirrctrur rt M n pour 
/iwie. Dans l’espiice tixe A ^•ngendre^a uiu» surfare réglée 
qui M*ni gauche coin rue le ronoïde 

Si roit considère maiiitennut un trièdre avant à chaque 
instant mi comniiin avec rfiin)* pari forigine M, 

% ^ 

soit une rotation d’avi* Ml de vahuir algébrique (la vitesse 

de M étant toujours supposée égale a i ), on verra aisément 
que le mouvement instuntané de V»' par rapport à fespace fixe 
est une rotation piin* dont Taxe A' est porté par la droite 
polaire pÇ <le ((. ) en M» dont la valeur algébrique calculée 

sur Taxe MA est 

Dans ce nouveau mouveinent, le plan normal à (C) lié au 
trièdre roule sur la surface polaire 2 de (C); est ici la 
surface polaire et A^ le plan normal à (C ) lié a A^ et A'^ sont 
bien applicables puisque A*^est une surface développable, l ne 
droite liée à A'^„et passant par VI, a pour enveloppe une courbé 
de £ qui est une dévidoppée de (C), et elle roule sur cette 
développée. E’augle 9 , dont a tourné par rapport à 6 dans 

r** I 

le temps w, est. lorsque f :fdu: dans le cas général. 
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dt ^ J 1 

^ > ce sera ^ j f du, puisque la roUiioti to&tiiu< 

( 15^ \ I éii 

ç ) f porU^e par M/. esl alors ^ 

On a donc 9?=;^ ijff si. à riiistaiit îtiitia^ <J el coin- 

cideDl. Tangie 9 que fait, avec;la norniaie principale M/#, 

une normale Mv qui roule sur une diHelopptk» de (C), (rest 
une formule classique de la üéoiiiétne iiifitiitèsiiiuile. 


Kl.\ 




U 
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